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Introduccion

Partiendo del teorema de las autofunciones de los sistemas LIT digitales, en es-
ta asignatura se presenta la herramienta matematica conocida como la trans-
formada z, la cual permite caracterizar sefiales digitales y sistemas LIT digitales

fuera del dominio del tiempo.

En general, esta asignatura esta focalizado en la aplicacién maés relevante de
la transformada z en la teoria de sefiales y sistemas: proporcionar un método
de caracterizacion de los sistemas LIT digitales mds sencillo, tanto en términos
conceptuales como matematicos, que el basado en la caracterizacién temporal
de los mismos. Por esta razon, la teoria que se desarrolla en esta asignatura
estd enfocada exclusivamente en poder resolver aquellas cuestiones que la ca-
racterizacion temporal de dichos sistemas deja abiertas.

La teoria sobre la transformada z es mucho més amplia que la que aqui vere-
mos y, en todo caso, el lector interesado en ampliar estos contenidos tiene a
su disposicion literatura especializada sobre el tema muy extensa y bien docu-
mentada, con completos desarrollos tedricos y muy variados ejercicios prac-
ticos (Oppenheim, Willsky, Nawab, 1996, pags. 741-815; Oppenheim, Scha-
fer, Buck, 1999, pags. 94-139; Proakis, Manolakis, 2007, pags. 147-223; Ogata,
1996).

En lo que a nosotros respecta, introduciremos las herramientas conceptuales
y matematicas necesarias para poder hacer las dos cosas siguientes:

e Poder evitar la caracterizacion temporal de los sistemas LIT digitales siem-
pre que esta resulte insuficiente o, sobre todo, complicada, como veremos

en el apartado S de este mismo moédulo.

e Poder introducir la transformada de Fourier de sefiales digitales, que, aun-
que no es mas que una particularizacién de la transformada z, resulta ser

de gran importancia y utilidad en la teoria de sefiales y sistemas.

A tal efecto, en el apartado 1, se introduce la transformada z como herramienta
de caracterizacion de sefiales digitales; en el apartado 2, se presentan las trans-
formadas z de todo un conjunto de sefiales basicas; en el apartado 3, se des-
criben las principales propiedades de la transformada z; y en el apartado 4, se
aborda el problema del calculo de la transformada z inversa. Combinando las
herramientas presentadas en estos cuatro primeros apartados, ya podremos,
en el apartado 5, ver como caracterizar los sistemas LIT digitales mediante el
uso de la transformada z.



© FUOC » PID_00262126 6

La transformada z

Ademas, y con la intencion de que esta sea una asignatura con la minima carga
matematica posible, se irdn introduciendo a lo largo del mismo algunas herra-
mientas de MATLAB que son de gran ayuda a la hora de realizar los calculos
que el uso de la transformada z requiere.
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Objetivos

Los principales objetivos de este mddulo son los siguientes:

1. Conocer las ecuaciones de andlisis y de sintesis de la transformada z y
entender su significado.

2. Entender que la transformada z de una sefial digital es una sefial anal6gica
(de variable compleja).

3. Entender qué es la region de convergencia de la transformada z, conocer
sus propiedades y saber aplicarlas tanto en el calculo de la transformada

directa como en el de la transformada inversa.

4. Entender qué es el diagrama de polos y ceros de una transformada z, saber

interpretar su significado y saber representarlo graficamente.

5. Comprender como la transformada z esta intimamente relacionada con
la transformada de Laplace mediante el muestreo con tren de deltas de la

sefial temporal analdgica.
6. Conocer las transformadas z de las sefiales mas tipicas en la practica.

7. Conocer las propiedades de la transformada z y saber aplicarlas en com-
binacion con las transformadas conocidas de sefiales basicas para calcular
las transformadas de sefiales mas complejas.

8. Conocer y saber aplicar estrategias que permiten resolver facilmente pro-
blemas de célculo de la transformada z inversa.

9. Saber qué es la funcion de transferencia de un sistema LIT digital y enten-
der su significado y su utilidad practica.

10. Saber caracterizar sistemas LIT digitales mediante su funcién de transfe-

rencia, asi como las asociaciones entre sistemas LIT digitales.

11. Saber como solucionar ecuaciones en diferencias lineales de coeficientes
constantes mediante la transformada z y saber cémo aplicar esta solucién
para obtener la respuesta impulsional de sistemas LIT digitales a partir de

su relacion entrada-salida.
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12. Conocer y saber aplicar las herramientas que proporciona MATLAB a fin
de simplificar los cdlculos requeridos en la caracterizacion de sistemas LIT
digitales mediante la transformada z.
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1. Caracterizacion de seiiales digitales en el dominio z

En este primer apartado, se presentan e interpretan las ecuaciones que permi-
ten calcular la transformada de z de una sefial digital y, en sentido opuesto,
obtener la expresion temporal de una sefial digital a partir de su transformada
z (subapartado 1.1).

A continuacion, se introduce el concepto de region de convergencia de una trans-
formada z, de gran importancia a la hora de pasar del dominio temporal al
dominio transformado z y viceversa (subapartado 1.2). Y, seguidamente, se in-
troduce también el concepto de diagrama de polos y ceros de una transformada
z, que es de gran utilidad en aplicaciones tanto de analisis como de disefio de
sistemas LIT digitales y que constituye la Gnica representacion grafica de sefia-
les que nos interesara hacer en el dominio transformado z (subapartado 1.3).

Finalmente, el apartado se cierra con la demostracion de la relacion existente

entre la transformada z y la transformada de Laplace (subapartado 1.4).
1.1. La transformada z de seiiales digitales
Sea x[n] una sefial digital cualquiera. La transformada de z de x[n] es una

sefial que denotaremos como X(z). La notacion comtnmente utilizada para
expresar la relacién entre ambas sefiales es la siguiente:

z
X <=— X(2) 1)
alli donde la letra Z simboliza a la transformada de z.
La ecuacidn de analisis de la transformada z es la operacién que per-

mite calcular la transformada z directa, es decir, es la operaciéon que

permite obtener X(z) a partir de x[n]:

X(2)=Z{x[nl} £ Z Az )

alli donde z es la variable compleja (z€ C) y donde X(z) es una sefal

compleja de variable compleja (X(zpe C, Vz;€0).
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En primer lugar, conviene notar y resaltar algo que, de entrada, puede parecer
extrafio o, en el mejor de los casos, puede no ser muy intuitivo: X(z) es una
sefial analogica; es decir, la sefial x[n], que es digital (o sea, de variable entera:
ne/Z), se convierte, al ser transformada en X(z), en una sefial analégica de
variable compleja.

En segundo lugar, es muy importante tener siempre presente que, al ser com-
pleja, la variable z puede ser descompuesta en otras dos variables, correspon-
dientes a su médulo y su fase:

A=r
Araz)=w )

7 = |zIeJArd2) = rejo

alli donde r y o son dos variables reales (r, € R).

Entonces, se observa en (2) que la transformada z directa implica el calculo de
infinitos productos escalares entre x[n] y cada una de la sefiales exponenciales
complejas de la familia z". Asi, X(z) estd constituida por los resultados de estos
infinitos productos escalares:

X(z)= Z MnlZ" ()
+00

alli donde X(zi) es el resultado del producto escalar entre x[n] y z].

Por tanto, X(zl-) nos da una medida de cuanto se parecen x[n] y z{, nos dice
cuanto de z{ hay en x[n]. Y lo hace del mismo modo que el producto escalar
entre dos vectores nos dice cuanto de uno hay en el otro, ya que, interpretado
en términos geométricos, nos da una medida de la magnitud de la proyecciéon

de un vector sobre el otro.

Sinos fijamos, por ejemplo, en el producto escalar entre x[n] y una sefial delta:

Anl= 2 dold-n] )

vemos que el significado de la operacion es exactamente el mismo: x[ni] es la
amplitud de x[n] en n= n;, y precisamente esa es la medida de cudnto de 6[11 - ni]

hay en x[n], ya que toda la informacién contenida en 6[11 - ni] esta concentrada

en el instante n=n;.
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Asi, y puesto que la familia de las sefiales delta forma base generadora del
espacio de las sefiales digitales, los infinitos productos escalares entre x[n] y
cada uno de los miembros de esta familia de sefiales nos permiten, como ya
sabemos, expresar la seflal x[n] como el resultado de una combinacién lineal
de sefales delta:

dol= D dnldn-m]  (©

En este caso, se observa que la familia de sefiales delta es base canénica del
espacio de las sefiales digitales, puesto que los coeficientes de x[n] expresada
en esta base coinciden directamente con sus valores de amplitud; o sea, que
x[m] = x[n].

Pues bien, como ya sabemos por el teorema de las autofunciones, también
las seflales exponenciales complejas forman base generadora del espacio de
las sefiales digitales. Por lo tanto, también es posible expresar x[r] como el
resultado de una combinacion lineal de sefiales exponenciales complejas, al
estar cada una de ellas multiplicada en dicha combinacién lineal por el valor
correspondiente de la sefial X(z):

La ecuacidn de sintesis de la transformada z es la operaciéon que per-
mite calcular la transformada z inversa, es decir, es la operacién que
permite obtener x[n] a partir de X(z):

A=z {x(2)) & 55 55 X(z)zm1dz %)

|Zi=1‘0

alli donde Z~! denota la transformada z inversa.

Respecto de esta ecuacion de sintesis de la transformada z, Gnicamente interesa
saber interpretar su significado: permite expresar una sefial digital (x[n]) como
el resultado de una combinacion lineal de exponenciales complejas (z?) pon-
deradas por los valores de la transformada z de dicha sefial (X(z)). Es facil ver
que, en su interpretacion algebraica, el significado de las ecuaciones (6) y (7) es
exactamente el mismo, con la tnica alteracion de la base de sefiales utilizada

en cada caso: sefiales delta en (6) y sefiales exponenciales complejas en (7).

Ademas, esta ecuacion (7) también nos muestra que la transformada z es una
operacion reversible, es decir, que no se pierde informacion al pasar de x[n]
a X(z), pues, si se perdiese, no seria posible reconstruir x[n] a partir de X(z),
que es justamente lo que se hace en (7). Por tanto, esto nos permite concluir
lo siguiente:
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Una sefial x[n] y su transformada z X(z) son representadas como dos
sefiales distintas, pero, en realidad, son una y la misma cosa. Podria
decirse, incluso, que ambas sefiales son la misma sefial, en la medida
en que ambas contienen exactamente la misma informacién, solo que
representada en dominios distintos.

Es en este sentido que calcular la transformada de una sefial es lo mismo
que aplicarle un cambio de base a un vector: cambia la base de repre-
sentacion y, por tanto, los coeficientes del vector, pero la informacion

contenida en ellos es la misma (o sea, el vector sigue siendo el mismo).

Se trata de algo parecido, si se quiere, a lo que sucede entre la relacion
entrada-salida de un sistema LIT y su respuesta impulsional; en cierto
modo, las dos son una y la misma cosa, puesto que ambas contienen la
misma informacion representada de un modo diferente.

Dicho lo cual, nuestro interés por la ecuacién (7) termina exactamente aqui.
Nos ahorraremos los detalles acerca de por qué la integral es una integral de
linea a lo largo de una circunferencia de radio r(, de cual es el origen del factor

1 /27r j que multiplica la integral o de a qué se debe que el exponente de la
sefial exponencial sea en lugar de simplemente n. Nos basta con saber que se
trata de una integral que permite calcular una suma a la largo de la variable
z, que es lo que se requiere para construir una combinacién lineal de sefiales

pertenecientes a la familia de las exponenciales complejas de la forma z™: 7§,

75, 75, etc.

Como veremos en los subapartados y apartados siguientes, en la practica nun-
ca usaremos la ecuacion (7) para hacer ningtn célculo. En este sentido, nuestra
estrategia consistira en tomar resultados conocidos de transformadas z de se-
fales basicas (ver apartado 2 de este mismo modulo) y, mediante la aplicacién
de las propiedades de la transformada z (ver apartado 3 de este mismo médu-
lo), calcular las transformadas directas e inversas de sefiales mas complejas.

1.2. Region de convergencia de la transformada z

Analogamente a lo que sucede con las seflales analdgicas y la transformada
de Laplace, se da la circunstancia de que no todas las sefiales digitales tienen
transformada z. Esto es debido a que en la ecuacion de analisis de la transfor-
mada z se calcula un sumatorio definido entre n— — co y n— + co que no tie-
ne por qué converger necesariamente. Asi, hay seflales x[n] para las que dicho
sumatorio no converge. Estas sefiales no tienen transformada z, es decir, no
son expresables como el resultado de una combinacién lineal de exponencia-
les complejas de la forma z2. Ciertamente, en este sentido la base formada por
las sefiales delta tiene mayor potencia expresiva que la formada por sefiales

las exponenciales complejas.
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Pero, si nos ocupamos de las sefiales que si tienen transformada z, vemos que,
en realidad, la convergencia del sumatorio de la ecuacién (2) no es «binaria».
Es decir, que no se trata de si la suma converge o no (o sea, de si la transforma
z de la sefial existe o no), si no de para qué valores de z converge la suma (o
sea, de para qué valores de z esta definida la transformada z de la seifial):

Sean una sefial digital x[n] y su transformada z X(z). Se denomina re-
gion de convergencia (ROC, del inglés, Region of Convergence) de la
transformada z de x[n] a los valores de z para los cuales X(z) esta defi-
nida; es decir, al conjunto de valores de z para los que converge la suma
de la ecuacion de analisis de la transformada z aplicada a x[n].

Por tanto, y en primer lugar, nunca es correcto afirmar que «la transformada
z de x[n] es X(z)», sino que «la transformada z de x[n] es X(z) con una ROC R»:

] <%= Xx(2. R ®
alli donde R es la ROC de X(2).

En segundo lugar, y muy importante, la convergencia de la ecuacion de ana-

lisis de la transformada z depende siempre de x[n] y de |z, pero nunca de

Ard(z), puesto que es el modulo de las sefiales implicadas en la suma lo que
determina si dicha suma (que, como sabemos, no es mas que una suma a lo
largo de n) converge o no y, como también sabemos, el médulo de una expo-

nencial compleja de la forma e/®" es siempre igual a 1.

Para ver esto con mas en detalle, recuperamos la notacion establecida en (3),

segln la cual z=re/®, y la aplicamos a la ecuacion (2):

oo +oo +00
X(z)= 2 Anlzn= Z Anfreio) " = z [ njr—ne—jon 9)
siendo r=l4y o= Ard2).

Asi, evaluar si la suma converge, pasa por evaluar si el modulo de X(z) estd o
no acotado en amplitud. Para establecer una cota del mismo, basta con aplicar
la desigualdad triangular:

IX(2)= IZ x{njr—ne—jor < Z Ix{n)r—ne-jer] = Z Fo (10)
400 +00 400

puesto que r=I4y que, como ya hemos comentado antes, le=j®1= 1.
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Vemos, por tanto, que la ROC de X(z) vendré siempre determinada por r; es
decir, por lzl. Por tanto, X(z) existira para algunos valores de |zl y no existira para
otros. Cuales sean estos valores dependera de x[n]. En concreto, dependiendo

de la naturaleza de x[n], la ROC de X(z) sera de un cierto tipo o de otro.
Por ejemplo, si consideramos el caso en que x[n] es una sefial de longitud finita
(que empieza en n=n,y acaba en n= n,; por tanto, con n; < n,) y absolutamente

sumable, la ROC de X(z) abarcara todo posible valor de z (es decir, X(z) estara
definida para todo valor de z), puesto que, aplicando esto a (10):

H2 II2
z o)< o= IX(z)< Z Ix{n)r—n (11)

H=I]1 H:HI

1) Si r> 1, entonces:

X(z)< i Ix[n)r—n< i Ix[n)r ™= r_nli Ix[n) < 0o (12)

n=ny n=ny n=ny
2) Si r< 1, entonces:
112 n2 n2
X< ) Wars Y W= Mil<wo  a3)
n:nl H:H1 H=I]1

Por tanto, si x[n1] es una sefial de longitud finita y absolutamente sumable:

Anl <Z= X(z, vz (14)

En general, la ROC se representa graficamente sobre el plano complejo (el
plano z). Asi pues, si x[n] es de longitud finita y absolutamente sumable,
la ROC de X(z) es todo el plano z:
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Figura 1. Representacién gréfica de la ROC de X(2): x[n] es de longitud finita y absolutamente
sumable.

ROC de X(z): Vz
/2

-57/6 -7/6

-2x/3 -7/3

Algunos comentarios sobre la representacion grafica de la ROC ilustrada en

la figura 1:

La ROC es la region representada en verde, abarcando todo el plano z.

e Lascircunferencias concéntricas centradas en el origen del plano z (el pun-
to z=0) son el lugar geométrico de los valores de z con mo6dulo constante:
lZ=1,14=2, |4=3, etc.

e Las rectas que nacen en z = 0 y se extienden hacia el infinito son el
lugar geométrico de los valores de z con fase constante: Arg(z):O rad,
Ardz)=x/6 rad, Ardz)=2x/6 rad, etc.

e Por la periodicidad 2z de la fase de todo nimero complejo, cualquier
valor de fase puede indicarse tanto con signo positivo como negativo:
—5n/6 rad=7n/6rad, —27x/3 rad=4x/3 rad, etc. De ahi también que sea

indiferente indicar # rad o —z rad, puesto que 7 rad= —x rad.

Sin embargo, en el caso en que x[n] no sea una sefial de longitud finita, sucede
que la definicién de la ROC de X(z) ya no es tan sencilla. A continuacién,
se propone un pequefo ejercicio a modo de ejemplo que ayudara a entender
mejor qué relacion hay entre la ROC y la naturaleza de x[n].

Ejemplo 1

Se pide calcular la transformada z de las siguientes seflales digitales:
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x{[n]= amn] (15)
Xz[n] = a—"u[ —-n— 1] (16)
x4n]= an (17)

alli donde a es una constante, en general, compleja (a € C).

Solucion

a) De entrada, vemos que Xl[n] es una sefal infinita orientada a la derecha. Calculamos
su transformada z aplicando directamente la ecuacién de analisis y resolviendo la serie
geomeétrica resultante:

+00 +00
X(0= ) andaro= Y ) ()
=00 x [n] =0

Se observa que se trata de una serie geométrica infinita (hasta n = + 00), la convergencia
de la cual solo queda garantizada si la razén de la serie (az—1) es de médulo inferior a 1;
es decir, silaz=1l< 1; o sea, sild/ld < 1.

De este modo, sucede lo siguiente:

* Sild>ld, entonceslaz—1< 1y la serie converge.
* sild<ld, entonceslaz—1> 1y la serie diverge.

Por tanto, si |4 > lal:

n 1- (az—l)oo(az—l) 1

XI(Z)=Z("”T1) = 1—az1 T 1-azl (19)

(o]
ya que, siendo laz=1< 1, sucede que (az-) " =0.

Por lo tanto, la ROC de X I(Z) eslz>laly podemos concluir que:

anfn] <Z> —— 4>l (20)

l—az—1’

Asi pues, tal y como se ilustra en la figura 2, la ROC de X 1(2) puede representarse
graficamente en el plano complejo (el plano z): es la region del plano z que queda
fuera de la circunferencia de radio lal centrada en el origen; o sea, es el exterior de
la circunferencia Izl = al.
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Figura 2. Representacion gréfica de la ROC de XI(Z): Xl[n] es una sefial infinita
orientada a la derecha.

ROC de X(z): |z|>|a]
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b) Ahora, vemos que Xz[n] es una sefial infinita orientada a la izquierda. Analogamen-
te, calculamos su transformada z:

+co —1
Xf)= Y and-n-tbr= ) @) @
n=—00 xz[n] n=—o0

Se observa que, en este caso, la razén de la serie geométrica es a~1z—1. Sin embargo, al ser
n= — oo el exponente critico, la condicién de convergencia es que la razén de la serie

sea de médulo superior a 1; es decir, que la—1z-1> I; o sea, que lal |24 < 1.

Asi pues:

SilzZ < 1/lal, entonces la—1z=1> 1y la serie converge.

Sild> 1/lal, entonces la~1z-1< 1y la serie diverge.
Por tanto, silzl < 1/lal:

—1

—co -
X2(Z) = z (a—lz—l)" — (a1z-1) — —(a-1z-1) (a-1z-1) 1 o2

1—alz-1 Tl—alz1
=—00

(eo]
ya que, siendo la—1z-1> 1, sucede que (a-1z-1) ~ =0.

Por lo tanto, la ROC de XZ(Z) esld < 1/lay podemos concluir que:

et -n-1] <Z= ——. U< é (23)

Asi, tal y como se ilustra en la figura 3, vemos que la ROC de XZ(Z) es la region del
plano z que queda dentro de la circunferencia de radio 1/l centrada en el origen;
o sea, es el interior de la circunferencia lA4=1/lal.
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Figura 3. Representacion gréfica de la ROC de XZ(Z): Xz[n] es una sefial infinita
orientada a la izquierda.

ROC de X(z): |z|<1/a]
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2713 73
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c) En este caso, se observa que X3[n] es una sefal infinita orientada a ambos lados.
Ademas, podemos aprovechar habilmente los resultados de X 1(2) y Xz(z) para simplifi-

car el calculo de X 3(2):

+00 —1 +00

Xyz)= Z a7 = Z a‘“z—“+z az =
D:—DOX3[H] n=—00 n=0
—1 +00
n n 1 1
Z (a1z-) + z (az) =X {(2)+ X(2)= T Tl = (24)
n=—o00 n=0
XZ(Z) Xl(Z)
l—a—lz—1-14az—1 (a2-1)a=l1z-1

lraz—l-a—1z=1472 = 124 )a—1z-142-2

Sin embargo, en este calculo de X 3(2) se han aprovechado los resultados previamente
conocidos de X I(Z) y XZ(Z), de modo que la ROC de X3(Z) ha de ser tal que incluya la
interseccion de las ROC de X 1(2) y X 2(2).

Dicho de otro modo: X 3(2) esta definida para aquellos valores de z para los que es-
tan definidas simultineamente X I(Z) y X Z(Z). Asi pues, siendo R;, Ry y R3, respecti-
vamente, las ROC de X l(Z), X Z(Z) y X 3(2), vemos que:

Ry=R N Ry={d>kl N{d<f}=li<ld<y  (@5)

Por tanto, y como conclusidn, se nos presentan dos escenarios posibles:

1) Sila < 1, entonces X3(Z) existe y su ROC es lal <12 < 1/lal:

z (a2 = 1)a1z-1
1-(a24 Da-lz-14 22’

Al Vid<1 |a|<|z|<é (26)
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En este escenario, la ROC de X 3(2) es la region del plano z que queda comprendida
entre las circunferencias |zl =al y lA=1/ |al; o sea, es el interior de un anillo de radio
interior la y radio exterior 1/ld, tal y como se muestra en la figura 4.

2) Sild> 1, entonces X 3(2) no existe, puesto que RN Ry=@.
Figura 4. Representacion gréfica de la ROC de X3(Z): X3[H] es una sefial infinita

orientada a ambos lados.
ROC de X(z): |a|<|z|<1/|a|

w2
2x/3 x/3
~ S ~
5x/6 y > . \ x/6
/ - N\
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! \ !
\ \ / /
e
\ N~ /
\ l /
57/6 N o g -7l6
273 -7/3
-wl2

En realidad, los resultados obtenidos en el ejemplo 1 ya permiten cubrir, junto con la
transformada z de la sefial finita calculada anteriormente, toda la casuistica de posibles
tipos de ROC 'y, por tanto, ilustran muy bien las siguientes conclusiones generales acerca
de la relacién entre la naturaleza de x[n] y el tipo de ROC de X(z):
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Sea x[n] una sefial digital; si existe, sea X(z) la transformada z de x[n]; y

sean a y b dos constantes complejas arbitrarias (a, b € C) tales que lal</|bl.
Solo puede darse uno de los siguientes casos:

1) La sefial x[n] no tiene transformada z; es decir, X(z) no existe para

ningun valor de z.

2) La senal x[n] es finita y la ROC de X(z) es todo el plano z:
A <Z= x(2). vz @)

3) La sefial x[n] es infinita orientada a la derecha y la ROC de X(z) es
el exterior de una circunferencia centrada en el origen del plano z:

A <Z> X(2), ld>ld (28)

4) La sefial x[n] es infinita orientada a la izquierda y la ROC de X(z) es
el interior de una circunferencia centrada en el origen del plano z:

A <Z> x(s) ld<ld (29)

5) La sefial x[n] es infinita orientada a ambos lados y la ROC de X(z)
es el interior de un anillo centrado en el origen del plano z:

A <Z> Xx(2), ld<ld<lI (30)

1.3. Diagrama de polos y ceros de la transformada z

En general, no nos vamos a detener a comentar como representar graficamente
sefiales en el dominio transformado z, pues es algo que no vamos a necesitar
en ningan caso. Nos basta con tener claro que X(z) es una sefial compleja de
variable compleja y que, por tanto, su representacion gréafica darfa lugar a dos
gréficas tridimensionales de dos sefiales reales representadas sobre el plano

complejo, el plano z:

® Una grafica para su sefial médulo 1X(z), que es una sefial real de variable

compleja: IX(z)e R,V z; € C.

® Y otra gréfica para su seiial fase Arg(X(2)), que también es una sefial real de

variable compleja: ArdX(z)eR, v z;eC.
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Sin embargo, ya hemos visto que la representacion grafica de la ROC de X(z)
tiene su interés. En este sentido, hay otro aspecto de la naturaleza de X(z) que
estd muy relacionado con la ROC y cuya representacion grafica es de gran
utilidad: el «diagrama de polos y ceros» de X(z).

Sea x[n] una seflal analégica y sea X(z) su transformada z.

Un cero de X(z) es todo valor de z para el que la expresion de X(z)
es igual a O:

Ceros de X(z)={c~: Vc;eC, X(ci)=0} (31)

1

alli donde c; es el cero i—ésimo de X(z).

Un polo de X(z) es todo valor de z para el que la expresion de X(z)
tiende a infinito:

Polos de X(2)= [pl.: Vp.e C, X(pl,)—> oo} (32)

alli donde p; es el polo i—ésimo de X(z).

El diagrama de polos y ceros de X(z) es una representacion grafica
sobre el plano z de los polos y los ceros de X(z), en la cual:

e Laubicacién de un cero en el plano z se simboliza mediante un

circulo (O).

* La coincidencia de dos 0 mas ceros en la misma ubicacion (c;=c;j,

con i# j) se simboliza mediante un superindice afiadido al circulo

(0% O ..., OM).

e La ubicacion de un polo en el plano z se simboliza mediante

una cruz (X).

e La coincidencia de dos 0 mas ceros en la misma ubicacion (pl.= pj

con i# j) se simboliza mediante un superindice afiadido a la cruz
(%2, X3, ..., xN).

A fin de ilustrar mas adecuadamente esta cuestion, tomemos, por ejemplo,
la transformada z obtenida en la ecuacién (20) del ejemplo 1, calculemos sus
ceros y sus polos y representemos graficamente su diagrama de polos y ceros:

adn] <f> ==, K>l (33)
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Al tratarse de una sefial racional (es decir, constituida por el cociente entre un
numerador y un denominador), el calculo de los polos y ceros de X(z) pasa por
evaluar los valores de z que o bien anulan o bien hacen tender a infinito al
numeradot, por un lado, y al denominador, por el otro (ver més detalles sobre
esta cuestion en el apartado 4 de este mismo modulo).

Asi pues:

e Un cero de una X(z) racional se corresponde o bien con un cero del nu-
merador o bien con un valor de z para el que el denominador tienda a

infinito.

e Un polo de una X(z) racional se corresponde o bien con un cero del de-
nominador o bien con un valor de z para el que el numerador tienda a

infinito.

Entonces, en el caso de la transformada z de la ecuacion (33), aunque no hay
ningin valor de z que anule el numerador, X(z) si presenta un cero y esta

ubicado el origen (si z = 0, entonces el denominador tiende a infinito y, por

tanto, X (0) =0):

z=0 > zl1lo00 = 1=0 = ¢;=0 (34)

1—az-
Y, respecto de los polos, vemos que X(z) presenta un Gnico polo en z = a (pa-

ra este valor, el denominador se anula y, por tanto, X(a)—> 0), el cual esta jus-
tamente situado sobre la circunferencia frontera que delimita la ROC de
X(2):

z=a > azl=1 = l-az1=0 > I—;alz—l_)oo = p,=a

Por tanto, el diagrama de polos y ceros de X(z) incluye un cero en z=0y un
polo en z = a (para la representacion grafica, se asume arbitrariamente que

a€eR con a>0; o sea, se asume una constante real positiva, de modo tal que
ld=ay Arg(a) = 0):
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Figura 5. Diagrama de polos y ceros con un cero en z= 0y un polo en z = a (siendo a € R, con
a>0)
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2x/13 /3
5x/6 ©/6
x © X 0
0 la|
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-2x/3 -7/3
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Calculemos ahora, también a modo de ejemplo, la transformada z de la sefial

resultante del producto de una seflal coseno por un escalén unitario:

+00 +o00 +oo ‘ '
X(Z) = Z COS((JJ()H)U[H]Z_H — Z COS((A)OH)Z_H _ z e]woﬂ-l-ze_]won J
=00 prary ey
oo +00
4 e+ D (oo | = bt
? =0 =0 si |z|>12 l-eJ®0z=1 * 1-e7J%0z-1 (36)

1 100z lyl-ei®z—1 1 2-HeJP0+e"i®%0)-1
2 (1—eJ@0z—1)1—e=J®0z—1) ~ 2 1{eJ@0+e=JO0)z— 1422 ~

l—cos<w0)z—1

1-2¢ os(wo)z— 1422

Por tanto, la ROC de X,(z) es l4> 1y podemos concluir que:

A 1- cos(wo)rl
cos(u)on)u{n] e s(wo)z—l Py 1> 1 (37)

En este caso, vemos que X(z) presenta un cero en z= cos(a)()), que es el inico

valor de z que anula el numerador:

1- cos(a)o)z—l

z= cos(wo) > cos(a)o)z—l =0=> =0=>¢= COS(COO) (38)

1- 2cos(co0)r1 +2z2

Ademas, X(z) presenta otro cero ubicado en el origen. Se observa que, para z
= 0, tienden a infinito tanto el numerador como el denominador:
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1- cos(a)o)z—l =0
z=0 = zloo00 = 39)
1- Zcos(a)o)rl +2z2=0

Sin embargo, sucede que el numerador (al ser un polinomio de orden 1) estaria
provocando un polo de X(z) en z = 0, mientras que el denominador (al ser un
polinomio de orden 2) estaria provocando dos ceros de X(z) en z = O (pues
tanto el factor 1— e/®0z-1 como el factor 1— e~/?0z-1 tienden a infinito para z =
0). De este modo, el polo provocado por el numerador en z = 0 se anula con
uno de los dos ceros provocados por el denominador también en z = 0. Y asi,

como conclusién, queda un dnico cero de X(z) en z = O:

1- cos(a)o)z—l

z=0 > z 100> =0 = =0 (40)

1- ZCos(coo)rl +z2

Y, respecto de los polos, vemos que X(z) presenta dos polos ubicados en z = e/®0
y z=¢e7%0 (que son los valores de z para los que se anula el denominador),
los cuales, de nuevo, estan justamente situados sobre la recta frontera que
delimita la ROC:

1—ei®0z-1=0 1- cos(w)z-1 p,=el%0
- 00> —jog
p2 -

z=ctlo0 = (41)

: >
1—eJ%z-1=0 1- ZCos(wO)Z—l +2z2

Por tanto, el diagrama de polos y ceros de X(z) es el siguiente (para la repre-

sentacion gréfica, se asume arbitrariamente que wy=7/3):

Figura 6. Diagrama de polos y ceros con dos cerosen z=0y z=1/2 y dos polos en Z= einf3 y

z=ejn/3
/2
2x/3 ©/3
5x/6 X x/6
x © O 0
0 05 1
-57/6 X -7/6
273 -7/3
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Asi las cosas, es importante tener siempre muy presente que la ROC de una
transformada z y los ceros y los polos de la misma son dos cosas intimamente
relacionadas entre si. Es debido a que, por lo general, lo verdaderamente in-
teresante consiste en hacer la representacion grafica conjunta del diagrama
de polos y ceros y lIa ROC. De este modo, toda la informacion relevante acerca
de las condiciones de existencia de la transformada y de los valores singulares
de la expresion de la misma queda representada de forma compacta y en su
totalidad en una tnica grafica.

En este sentido, a continuacion se muestran en la figura 7 y en la figura 8 las
ROC de las transformadas z que acabamos de calcular en (33) y (37), junto con
sus ceros y sus polos, respectivamente.

Figura 7. ROC de la transformada z de una sefial infinita orientada a la derecha que presenta un
ceroen z=0y un polo en z = a (siendo a € R, con a> 0)

ROC de X(2): |z|>]a|
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27/3 w/3
5x/6 /6
AT TN
/ N
/ N
{ !
. | o} X 0
\ 0 |a|j
\
/
N ~
N
-57/6 -7/6
-27/3 -7/3
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Figura 8. ROC de la transformada z de una sefial infinita orientada a la derecha que presenta
dos cerosen z=0y z=1/2 y dos polos en z = eirl3 yz= e—irl3

ROC de X(2): |z|>1
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2x/3 ©/3
5716 /6
p ] \><\
e AN
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- | 0] O | 0
1 o 05 1
\ /
\ /
N /
~ X
-5x/6 -7/6
-27/3 -7/3
-7/2

Estos dos ejemplos que acabamos de ver ilustran bien algunos conceptos que

hay que tener en cuenta siempre que se calcula una transformada z:

¢ Que un cero sea un punto en el que la expresion de la transformada

sea igual a O no quiere decir que los ceros de una transformada perte-

nezcan a su ROC (como puede verse claramente en la figura 8).

e Muy posiblemente, habra uno o més polos situados en las circunferencias
frontera que delimitan la ROC. En todo caso, es seguro que nunca habra
polos en el interior de 1a ROC, puesto que, por definicién, un polo es un
punto en el que la expresion de la transformada tiende a infinito (es decir,

en el que la transformada no converge).

¢ En general, una vez calculada la transformada, conviene siempre com-
probar si los valores particulares z = 0 y z— oo pertenecen o no perte-

necen (tipicamente, por ser polos) a la ROC.
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1.4. Relacion entre la transformada z y la transformada de
Laplace

Sea x[n] una sefial digital arbitraria resultante del muestreo uniforme de

una seflal analogica x(2):
n|=x(nT,) (42)

alli donde T,, es el periodo de muestreo expresado en segundos.

La transformada z de x[7n1] no es mas que la transformada de Laplace
de la senal resultante del muestro de x(f) mediante un tren de deltas

de periodo T, (ver demostracién 1):

VA x[n]’ = L|X(t)- Z 6(t—mT,y)
+o0

alli donde la relacién entre las variables s y z viene también determinada

(43)

por el periodo de muestreo:

z=eTm (44)

Asi, la ROC de Z{x{nﬂ se deriva también de la ROC de

Lix(o)- Z 8(t—mTy), a partir de un mapeo entre los planos sy z regido
—00

por la relacion establecida entre ambas variables en (44).

Demostracion 1
Calculamos directamente la transformada de Laplace del muestreo de x(f) por el tren

de deltas y, desarrollando la integral resultante e identificando términos aplicando las
ecuaciones (42) y (44), vemos que es ya directamente igual a la transformada z de x[n]:

(c)ﬁ 8(t— mT)j=L ﬁ x(0)8(t = nT ) =

+00/ +co
ZX(HT t—nT f ZX(HT t—nT )e—Stdt—
Zoo\l=—00
+00 +o0 +00 +o0 (45)
Z x(nTm)fe—SfS(t— nTm)dt = Z x(nTm)fe—S”Tmé(t — nTm)dtz
n=——oo —00 n=—oo —00

+00 +o9

Y satgestn 6(t—nTm)dt=nZiox[n]z—"=Z{x[nﬂ

=00 x{n] zn 2y
1
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2. Transformadas z de sefiales analdgicas tipicas

En este apartado, se proporcionan las transformadas z de todo un conjunto
de sefiales tipicas, muy basicas y, por lo general, de uso muy habitual en la
préactica. Ademas de para conocer toda una serie de sefiales transformadas ele-
mentales, de lo que se trata en realidad es de poder usar sin mas, sin tener que
volver a calcularlas, todas estas transformadas basicas a fin de calcular trans-
formadas z, tanto directas como inversas, de sefiales de mayor complejidad
que puedan ser descompuestas combinando estas sefiales mas basicas que aqui
se presentan (ver apartados 4 y 5 de este mismo mddulo).

A tal efecto, al final de este apartado, en el subapartado 2.7, se proporciona
una tabla de resumen de todas estas transformadas, para poder consultarla
rapidamente cuando se requiera.

2.1. Seial delta discreta

La delta discreta es una sefial finita, de modo que la ROC de su transformada

z sera todo el plano z (V z). Partiendo de la ecuacion de andlisis definida en

(2), vemos que:
~+00 ~+00 +00
Adll= Y, dolrn= Y ddo= Y ddd=1
Por tanto:

La transformada z de la sefial delta discreta es una sefial constante
de amplitud 1, cuya ROC abarca todo el plano z:

|6[n] <Z—> 1, Vzl 47)
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Figura 9. ROC de Z{5[HH
ROC: vz

-57/6 -7/6
-27/3 -7/3

Es interesante afiadir a este resultado el de la transformada z de la sefial delta

discreta desplazada ny muestras, el cual, de hecho, viene a ser una generaliza-

cion del resultado anterior, ya que 6[11 - no] = &[n] para ny=0:

~+00 ~+00
Z{e[n—no) = Z &n—nolzn= z_”()z &n—ng|=z7"0 (48)

1

alli donde nye Z.

Se observa que, al tratarse 6[11— no] de una sefial finita, la ROC de su transfor-
mada z abarca todo el plano z, con una salvedad importante:

* Sing=0, entonces z'0=1y, como ya se ha visto en (47), la ROC es todo
el plano z.

* Si ny>0, entonces z~"0 tiende a infinito para z = 0, de modo que z = 0
queda fuera de la ROC: la transformada presenta ny polos en z = 0 (y ng

ceros en z — 0o).
* Siny<0, entonces z "0 tiende a infinito para z— oo, de modo que z— oo
queda fuera de la ROC: la transformada presenta ny polos en z — oo (y ng

ceros en z = 0).

Por tanto:
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La transformada z de la sefal delta discreta desplazada m muestras
es 270, cuya ROC abarca todo el plano z, salvo z = 0 0 z— oo, depen-
diendo de si el valor de ng es positivo (delta discreta atrasada ny mues-
tras) o negativo (delta discreta adelantada ny muestras), respectivamen-

te:

z=0 si ny>0

_ Z . _
6[11 HO] 2o W z—oo si ny<0 (49)

alli donde me Z.

Figura 10. (a) ROC de ZL(S[H - nO]}, si g > 0. (b) ROC de Z{(S[n - no]}, si 0 < 0. La primera
transformada tiene ng polos en z=10 (y ny ceros en Z — 00) y la segunda tiene ny ceros en z=0
(y no polos en z — 00).

(a) ROC: vz - {z=0} (b) ROC: Vz - {z— 00}
/2 w2
2x/3 /3 27/3 /3
5x/6 /6 5x/6 /6
n n
x L 0 . o° 0
0 0
-57/6 -7/6 -57/6 -7/6
-27/3 -7/3 -2x/3 -7/3
-m/2 -m/2

2.2. Seial escalon unitario

El escalon unitario es una sefial infinita orientada a la derecha, de modo que

la ROC de su transformada z es el exterior de la circunferencia lz= 1:

+00 +00 silz>1
Z{un] = Z ulnz =Z(rl)" = =1 (50)
n=—oo n=0

A continuacion, se observa lo siguiente: la expresion de la sefial resultante
de la transformada z de u[n]es la misma que la de — u — n—1]. La diferencia
entre ambas estd en la ROC, ya que, por ser una sefial infinita orientada a
la izquierda, la ROC de la transformada z de — u —n—1] es el interior de la

circunferencia lz2=1:
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—1 silzi1
n —7.7-1
z{—u[—n—lﬂ=—2(z—1) =z 1 (51)
n=—oo

Por tanto:

La transformada z de la seiial escalon unitario es el inverso de 1— z-1
y su ROC abarca los valores de z de médulo superior a 1:

dn] <%= 5, >t (52)

La transformada z de la sefial escalén unitario reflejada horizontal-
mente, adelantada una muestra y cambiada de signo es el inverso
de 1-z-1y su ROC abarca los valores de z de mddulo inferior a 1:

—f-n-1 <%= 1_—;_1 lA<1 (53)

Figura 11. (a) ROC de Z{u[n]}. (b) ROC de Z{— u[ —n— 1]} Ambas tienen un poloen z=1y
un ceroen z=0.

(a) ROC: [z|>1 (b) ROC: |z|<1
/2 /2
27/3 /3 2x/3 /3
5x/6 /6 5x/6 /6
~ T~ e
7 ~ Va ™~
/ A\ / \
f \ { \
- | O] 0 x | O] 0
A / N Y
~ - ~ e
-57/6 -x/6 -57/6 -7/6
27/3 /3 -27/3 -7/3
-7/2 /2

2.3. Producto de seiial exponencial por escalon unitario

Tomemos ahora una sefial de la forma escalén unitario multiplicado por una
exponencial:

x{n| = ann] (54)

alli donde a es una constante, en general, compleja (a € C).
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De hecho, la transformada z de esta sefial ya la conocemos; en concreto, la
tenemos calculada en las ecuaciones (18)-(20) del ejemplo 1 del subapartado
1.2 de este mismo modulo:

Zandnl=1—— (55)

donde la ROC de la sefial transformada es Izl > lal.

Y ahora, como en el apartado anterior, consideramos también la versién orien-
tada a la izquierda, desplazada una muestra y cambiada de signo de la sefial
definida en (54):

An]= —anf —n-1] (56)

Vemos que, de nuevo, la expresion de la transformada z resultante es la misma

y que la tnica diferencia entre ambas estriba en su ROC:

+c0 —1
Z{—am—n—1]}= - Z an]—n—1lz "= — Z (az—l)n=
=00 =00 (57)
si lzkdal
_ Oalzazzl 1
l-az—1 = l-az—1

Por tanto:

La transformada z del producto de a” por un escaléon unitario es
el inverso de 1—az-1 y su ROC abarca los valores de z de moédulo

superior a la:

anfn] <Z> ——=, >l (58)

l—az—1’

alli donde aeR.

La transformada z del producto de a” por un escalon unitario, re-
flejado horizontalmente, adelantado una muestra y cambiado de
signo, es el inverso de 1—az-1 y su ROC abarca los valores de z de

modulo inferior a ld:

—an] —n—1] <z

|z <al (59)

1
1—az—1’

alli donde aeR.
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Figura 12. (a) ROC de L{a"u[n]}. (b) ROC de L{ - a”u[ —n-— 1]} Ambas tienen un polo en z
= a (al representar el polo, se ha asumido arbitrariamente una constante real positiva: ld=ay
Arg(a)=0)y un ceroen z= 0.

(a) ROC: |z|>|a| (b) ROC: |z|<|a|
x/2 w2
2x/3 w/3 2x/3 7/3
5x/6 x/6 5x/6 x/6
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- | O 0 -7 | O 0
\ 0 Iaﬁ< \ 0 1|<3I
/ /
\ \
\ / S /
. — < ~— | By ¢
5x/6 /6 5x/6 /6
27/3 w/3 -2x/3 w/3
-7/2 -7/2

2.4. Producto de polinomio por seiial exponencial por escalon
unitario

Multipliquemos ahora las sefiales definidas en (54) y (56) por un polinomio
en n de orden p:

xl=("3 el (60

n+p

XQ[H]= —( p )a”u[—n—l] (61)

alli donde ae C y donde p es una constante entera positiva (p€Z, con p > 1).
Cabe destacar que el coeficiente binomial de n + p sobre p da lugar a un poli-

nomio de orden p:

F+ﬂ=@+ﬂ

p ol =é(n+p)(n+p—1)(n+p—1)---(n+2)(n+1) (62)

de modo tal que las sefiales definidas en (60) y (61) quedan como sigue:
1)Sip=1:
x[n]=(n+ Damu[n] (63)
x[n]= —(n+ 1)anf — n— 1] (64)

2)Sip=2:
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Xl[n] = %(n +2)n+ arun] = %(n2 +3n+2)a"dn] (65)

I~

XZ[H] = —5(n+2)n+ an —n—1]= - zl(n2 +3n+2)a"dn] (66)

[\e]

3)Sip=3:
Xl[n] = —é(n3 + 62+ 11n+ 6)a™dn] (67)

xolnl= — (s34 6m+ 11n+6)andn] (68)
y asi sucesivamente.

Entonces, en lugar de abordar directamente el calculo de la expresion genérica
(es decir, en funcién de z) de la transformada z de las seflales definidas en
(60) y (61), lo que vamos a hacer es demostrarlo por induccién. A tal efecto,
seguiremos los tres pasos siguientes:

1) Calculamos la transformada z para el caso inicial p = 1.

2) Establecemos la hipétesis de induccion para el caso genérico en funcién de

p, generalizando el resultado obtenido en el paso 1.

3) Aceptando la hipdtesis de induccién para p establecida en el paso 2, calcu-
lamos la transformada z para el caso p + 1: si el resultado obtenido encaja con
la hipétesis de induccion, el resultado genérico en funcién de p establecido en
el paso 2 queda demostrado.

Asi pues, en primer lugar, para el caso inicial (p = 1) de la sefial definida en
(60), calculamos la transformada z de la sefial de la ecuacién (63):

Znt D)= Y o+ Dandiln= ) (ot dar ) =5 (69)
f==co =0

A continuacioén, y a partir de (69), desarrollamos la serie S y también la serie
(az-1)s:

S=(ar1"+2(az=)" + Aaz-1f + 4(az-1) + a1 + ...

(70)
(az-)S = (az-1)' + 2Aaz-1) + Haz-1) +4laz-)' + Saz-1) + ...

Tras lo cual, restamos ambas series, con lo que obtenemos una férmula de

calculo de Z{(n+ l)a"u[n]} en funcién de las series Sy (az-1)S desarrolladas en
(70):
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S—lar)s=(-ar)s = s=320_ s pada) (1)

Y, para acabar el calculo, obtenemos la expresion final de la transformada:

0 1 2 3 4
Z{(n+ l)a" u{n]} _ (az—)"Haz—1) Haz—1) Haz—1) Haz—)) +..

l—az—1
+00
1+az—1—}-(32—1)2+(az—1)3+(az—1)4+... _ . N
l—az—1 - A PR e (72)
n=0

si Il
1 L1
l—az—11-az—1 — (1_32_1)2

Por tanto, la transformada z para el caso inicial p = 1 es la siguiente:

(n+ Danfn] <Z (1_alr1)2’ 4> 1d (73)

Ahora, y en segundo lugar, establecemos la hipotesis de inducciéon, generali-
zando este resultado obtenido en el caso inicial para el caso genérico en fun-
cion de p:

+
(npp)anu[n] z (l—all_l) 7. >l (74)

Finalmente, y en tercer lugar, calculamos la transformada z para el caso p + 1,

asumiendo que la hip6tesis de induccién establecida en (74) es cierta:

A" k= 22 Pt = 222 =

x|l
#(Z{nx 1[11]} + Z{ px 1[11]} + Z{xl[n]})

(75)

Entonces, la transformada Z{xl[n]} es justamente la hipotesis de induccién de-
finida en (74):

Z{Xl[n]} = Z{(“ ; p)anu[n]] = Q_Tl—l)pH (76)

cuya ROC asociada es |2 > lal (condiciéon de convergencia de la hipétesis de in-
duccién).

La transformada Z{pxl[n]} se obtiene trivialmente aplicando también la hipo-

tesis de induccién:
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+00 +00
Z{pxnl} = HZ_OOPXJH]T = PLy* [nlzn= m (77)

Z{x[n}

cuya ROC asociada es |2 > lal (condicién de convergencia de la hip6tesis de in-
duccién).

Y la transformada Z{nxl[n]} se obtiene un poco mas laboriosamente, aplicando

también la hip6tesis de induccién:

+00 +00 T

Z{nxl[n]} = Z nXl[n]Z_“ = - ZZ Xl[HK— HT"_1)= - ZZ XI[H]% =

+00

d ; d 1 —(pt+1)az—2
-z, nZ;aoXI[n]Z_ = —ZE((I_az_l)pﬂ): _L(l—az—l)p+2 =
Z{x[n]
(p+1)az—1

(l—az—l)p+2

cuya ROC asociada es |2 > lal (condiciéon de convergencia de la hip6tesis de in-
duccién).

Finalmente, volvemos a (75) y aplicamos los resultados obtenidos en (76)-(78):

Z[(H ; i Jlr 1) a,nu[n]] = b (Z{nx [+ Z{px nl}+ Z{x [n}) =

it L
((1—32—1)p+2 * (1—32—1)p+1 - (1—az—l)p+1 B

az—1 _ azl4l-az—1 1

1
+ = =
(1—az— 1)p+2 (l—az— 1)P+1 (1-az— 1)p+2 (1—az— 1)p+2

£

p+l

(79)

cuya ROC asociada es |2 >ld, pues es la tinica condiciéon de convergencia a la

que nos hemos tenido que restringir durante todo el célculo.

Se observa, pues, que el resultado obtenido para el caso p + 1 en (79) encaja
con la hipétesis de induccién establecida en (74), lo cual demuestra que tal
hipotesis es cierta y, por tanto, nos permite afirmar que la transformada z de-
finida en (74) es correcta.

Ahora, respecto de la seflal definida en (61), vemos que, en la misma linea
que en apartados anteriores, no es mas que la version orientada a la izquierda,
desplazada una muestra y cambiada de signo de la sefial definida en (60). Por
tanto, el calculo de su transformada z es totalmente analogo al que acabamos
de realizar aqui por induccion: el resultado es el mismo, con la Gnica diferencia

de que la ROC es ld</d. Por tanto:

(78)
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n+
La transformada z del producto de ( pp) por a"y por un escalon

1
unitario es el inverso de (1— az—l)pJr y su ROC abarca los valores de

z de modulo superior a lal:

(" Plamd] <2 14>l (&0)

1
(l—arl)p+1 ’

allidonde acCy peZ, con p> 1.

n+
La transformada z del producto de ( p

unitario reflejado horizontalmente, adelantado una muestra y cam-

biado de signo es el inverso de (1- az—l)p+

P) n p
por a” y por un escalon

1
y su ROC abarca los valo-

res de z de modulo inferior a lal:

—(n+p)a”u{—n—1] Z

p Izl < lal (81)

1
(1—az— 1)p+ I

allidonde aeCy peZ, con p> 1.

+ +
Figura 13. (a) ROC de L‘(n pp)a”u[n]}. (b) ROC de L{ - (n pp)a“u{ —-n-— l]} Ambas tienen p

polos en z = a (al representar los polos, se ha asumido arbitrariamente que a € R, con a> 0, de
modo que ld=a y Arg(a) =0)ypcerosen z=0.

(a) ROC: |z]>]a] (b) ROC: |z|<|a|
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2.5. Producto de seiial sinusoidal por escalon unitario

Consideremos ahora el producto de una sefial sinusoidal por un escalén uni-

tario:

xy[n]= cos(a)On)u{n] (82)
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X2[n] = sin(a)on)u{n] (83)
alli donde o, es una constante real positiva (o, € R, con wy> 0).
La transformada z de la sefial definida en (82) ya esta calculada en las ecua-

ciones (36)-(37) del subapartado 1.3 de este mismo modulo, donde ya hemos

visto que su ROC es 2> 1:

1- cos(a)o)z—l
Z{cos(a)on)u{n]} - 1- 2cos(a)0)z-1 +2z2 (84)

Respecto del célculo de la transformada z de la sefial definida en (83), vemos
que es analogo al llevado a cabo en (36) y que la ROC resultante es también
lA> 1:

~+00 ~+00
Z{sin(won)u[n]} = Z sin(won)u[n]z—" = z sin(won)z—“ =
== n=0
+00 +00 +00
z JwOH_e_onn i 2_11 (ej“’OZ—l)H—Z(e_ijZ—l)n B
=0 =0 =0 silz>1 (85)
1 ( 1 1 )_ 1 1-e"JP0z—1-14ef®0z~1
2j\1-ei®0z=1 = 1-e=J00z~1) " 2j (1-eJ©0z~1)1-e—i®0z~1) —
1 (e] D)—e—J C‘)())z—l _ Slﬂ(&)o)z—

2_j 1—(ej“’0+e_j“’0)z—1+z—2 - 1—2cos(w0)z—1+z—2

Por tanto:

La transformada z del producto de cos(won) por un escaldn unitario

es el cociente entre 1— cos(a)o)z—l yl- 2cos(a)0)z—1+ z2y su ROC abarca
los valores de z de médulo superior a 1:

7 1—cos(wp)z~!
cos(wgmun] 1= 2coNagz 1+ 22’ lzI> 1 (86)

La transformada z del producto de sin(a)on) por un escaldn unitario

es el cociente entre sin(wo)z—l y 1—2cos(w0)z-1+z—2 y su ROC abarca
los valores de z de mddulo superior a 1:

. 7 sin(wp)z—!
sin(wgmu(n] 1= 2coNayz 1+ 22" lzI> 1 (87)

alli donde wy € R, con wy> 0.
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Figura 14. (a) ROC de L{COS(COOH)U[H]}. (b) ROC de L{Sin(won)u[n]}. Ambas tienen dos polos
en z = etJ?0 (al representar los polos, se ha asumido arbitrariamente que o= 7/3)y un cero

en z = 0; ademads, la primera presenta otro cero en zZ = cos(wo) (y la segunda en z — 00).

(a) ROC: |z|>1 (b) ROC: |21
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5x/6 /6 5x/6 /6
ST X ST K
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2.6. Producto de seiial exponencial por sinusoidal por escalon

unitario

Finalmente, consideraremos ahora el resultado de multiplicar las sefiales defi-
nidas en (82) y (83) por una sefial exponencial:

xl[n] = a“cos(won)u[n] (88)

XZ[H] = a“sin(won)u[n] (89)

En este caso, el procedimiento de calculo es exactamente el mismo que el

aplicado en (36) y (85). La tinica diferencia estriba en que las exponenciales a"

n
y z " se unen dando lugar a la exponencial (az-1), lo cual tiene consecuencias
tanto en la forma final de la sefial transformada como en la definicion de la
ROC.

Para la transformada z de la sefial definida en (88):

+00 +00
Z{a“cos(won)u{n]} = Z ancos(a)on)u{n]Z‘“ = Z a"cos(won)z—“ =
=—00 n=0
+00 +00 +00
WO —]OnN .
Za el +26 1% "=§1 Z eJ“’Oaz—l Z(e_f“’Oaz—l)n =
1 ( _1 1 )_ 1 l—e_.J“’Oaz—1+1—eJ:“’Oaz—1 _
2\1-e/®0az—1 " 1—e=J®0az—1) " 2 (1-eJ®0az—1)1-e~J®0az—1)

2-a(ef®0+e—J00) 21 l-ac os(a)o)z—l
—aleJ00+emI00)7—1+a27-2  1-2ac os(w())z— L+a2z-2

=
—
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Obviamente, para la transformada z de la sefial definida en (89), el calculo es
andlogo al desarrollado en (90). La unica diferencia estriba en el numerador

de la sefal resultante, que en este caso es asin((uo)z—l. Y respecto de la ROC,
no hay cambios, puesto que las dos series geométricas que se calculan son las

mismas que en (90), las cuales convergen si |2 > la.

Por tanto:

La transformada z del producto de a" por cos((uon) y por un escalén

unitario es el cociente entre 1— acos(wo)z—l yl- Zacos(wo)z—1+z—2 y su

ROC abarca los valores de z de médulo superior a lak:

7z l—acos(wg)z—1
acos(wgn)uln] T ZacoNagzTraZz2" |z > lal (91)

alli donde ae Cy wg€R, con wy> 0.

La transformada z del producto de a" por sin(coon) y por un escalén

unitario es el cociente entre asin(a)o)z—l yl- Zacos(wo)z—l +z2ysuROC

abarca los valores de z de m6dulo superior a lal:

. 7z asin(wg)z—1
asin(wyn)uln] T Zacosmg)—Lra2z2" |zI > lal (92)

alli donde ae Cy wy€R, con wy> 0.

Figura 15. (a) ROC de L{a”cos(a)on)u[n]}. (b) ROC de L{a”sin(a)on)u[n]}. Ambas tienen dos
polos en z = ae*J/?0 (al representar los polos, se ha asumido arbitrariamente que a € R,
con a>0, y que wy= 7t/ 3) y un cero en z = 0; ademas, la primera presenta otro cero en

z= acos(wo) (y la segunda en z — 00).

(a) ROC: |zJ>|a| (b) ROC: |zJ>|a|
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2.7. Tabla de resumen de transformadas z de sefiales tipicas
La tabla 1 contiene un resumen de las transformadas z tipicas mas relevantes

para la teoria de sefiales y sistemas. En la notacion usada en la tabla se asume
en todo momento que:

A <Z>x(2, RoOC (93)

y que a, oy, 1y y p son constantes, siendo a€ C; wg€ R, con wy>0; y ng, peZ,

conp>1:

Tabla 1. Transformadas z de sefiales tipicas

An] X(2) ROC

&ln] L Vz

§n—ng| z0 z=0 si ng>0
’ V2ol 1m0 s ny<0
u[n] — 4> 1
—t-n-1] 1_1 1 lZ4<1
amn] —L= 14> ld
—am{—n—1] 1_;212_1 |2l < al
n+p -1 |zl > lal
( p )a“u{n] (1 _ aZ_I)IH-I
n+p — 1 |l < al
_( p )aHU{—H— 1] (l_az—l)p-'-l
COS((A)OH)U[H] 1— COS((UO)Z_] 4> 1
1- 2c0s(a)0)z—1 +2z2
sin(a)on)u{n] sin(a)o)z—l lZ4>1
1- 2cos(a)0)z—1 +2z2
ancos(won)uln] 1- acos(wo)z—l |z > lal
1- Zacos(wo)z—l +a2z2
ansin(wqn)uln] asin(wg)z-! 14> ld
1- Zacos(a)())z—l +a2z-2
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Conviene notar que estos resultados ilustran bien un hecho singularmente
importante: sefiales temporales diferentes pueden tener asociadas sefa-
les transformadas cuya expresion sea la misma y que solo se diferencien
en su ROC. Se pueden comparar, por ejemplo, las transformadas z de u[n] y

—u—n—1]olas de ann]y —a]—n-1].
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3. Propiedades de la transformada z

En este apartado se proporcionan las propiedades fundamentales de la trans-
formada z. En consonancia con el apartado anterior, el objetivo es poder apli-
car estas propiedades, en combinacion con las transformadas conocidas de se-
fales bésicas, para calcular transformadas z, tanto directas como inversas, de

sefiales de mayor complejidad.

Ademas, varias de estas propiedades juegan un papel crucial en la caracteriza-
cién de los sistemas LIT digitales en el dominio transformado z, como veremos
en el apartado 5 de este mismo modulo. Debido a esto, en el subapartado 3.7
se proporciona una tabla de resumen de todas estas propiedades para poder
consultarla rapidamente cuando sea que se requiera.

3.1. Linealidad

Sean x4[n] y x,[n] dos sefiales digitales tales que:
xl[n] <Z—> X l(z), R, (94)
xz[n] <Za x 2(2), R, (95)
La transformada z de cualquier combinacion lineal de x;[n] y x,[n]

es igual a esa misma combinacion lineal de X;(z) y X,(z) (ver demos-

tracion 2):

ox 1[11] + ﬁxz[n] . oaX l(z) +pX z(z), R (96)

alli donde a y ff son constantes, en general, complejas («, g € C) y donde

la ROC de aX 1(Z)+ ﬁXz(z) contiene, al menos, la interseccion de R; y Ry;
es decir, RiMN R, CR.

En todo caso, si R; N R, = @, entonces R= @ y la sefial aX 1(Z)+ ﬁXz(z)

no existe.

Demostracion 2

Calculamos directamente la transformada z de ax 1[n]+ ﬁxz[n]:
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+00
Z{(xxl[n] + ﬁxz[n]} = Z ((xxl[n] + ﬁxz[n])z—" =
~+00 +00 (9 7)
@ ) xflnep Y lalrn=ax (2)+ X0
X0 X

Respecto de la ROC de la sefial aX 1(Z)+ ﬁXZ(Z), necesariamente ha de contener la in-
terseccion de las ROC de las sefiales X I(Z) y X Z(Z), puesto que es necesario que existan
X1(2) y X»(2) para que exista X 1(Z> + ﬁXz(Z).

De esto ultimo se sigue que, si RiMNRy= @, entonces R=@ y la senal

aX 1(Z)+ pX 2(2) no existe, puesto que, en ese caso, no habria ningan valor de z para el
que estuvieran simultdneamente definidas X;(z) y X»(2).

Sin embargo, no es correcto afirmar sin mas que R=R; N R,, puesto que bien puede
darse el caso de que R sea mas grande que la intersecciéon de R; y R,. Para demostrarlo,

consideremos el siguiente caso particular: X l[n] = - Xz[n]+ X3[n], siendo X3[n] una sefal
de longitud finita, y @ = f = 1. En este caso, ax 1[n]+ ﬁx2[n] = X3[n] y, debido a que X3[n]
es una sefial finita, su ROC abarca todo el plano z; por tanto, R=V z (con la excepcion,
quizas, de z =0 o z— 00). Puesto que X 1[n] y Xz[n] no tienen por qué ser sefales finitas,

la interseccion de R; y R, no tiene por qué abarcar todo el plano z (R; N Ry #V 2); por
lo tanto, R# RN R,.

Asi, lo maximo que puede decirse acerca de la ROC de aX 1(Z)+ BX 2(2) es que contie-
ne, al menos, las ROC de X;(2) y X,(2); o sea, que R1 N Rz es un subconjunto de R
Ry N R,CR).

En general, para toda constante N entera mayor o igual que 2 (N €/Z, siendo
N>2):
N N
Zajxl{n] <L—>Z aX{z, R (98)
i=1 i=1
alli donde todas las «a; son constantes, en general, complejas

(o;

eC, Vie{l,...,N))ydonde RyNR,N ... N RyCR.
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3.2. Desplazamiento en el dominio temporal

Sea x[n] una sefial digital tal que:
An <%= Xx(z), R (99)

La transformada de Laplace de x[n] sometida a un desplazamiento
horizontal arbitrario de ny muestras es igual al producto de X(z) por

la exponencial compleja z "0 (ver demostracion 3):

x[n - HO] <z ;mx (2), R' (100)

alli donde ng es una constante entera (ny € Z) y donde R =R, salvo por

la posible adicion o sustraccion de los valores z = 0 0 z— oo.

Demostracion 3

Calculamos directamente la transformada z de X[n - no]:

(m=n—n)

00
Zn-ng)= Y A= nlr={n=men, _
n=—oo

n— t+too=>m-— +oo

(101)

Z X[m]z—(m+ﬂo> = 2 X[m]z_ mz—1) = 7710 i X[m]z—m — Z_HOX(z)
;"0(,)_/

Xz

Respecto de la ROC de Z_HOX(Z), se observa que ha de incluir, al menos, a la ROC de la
sefial X(z), como consecuencia de que Z_HOX(Z) incluye a X(z). Sin embargo, si ny> 0,
el valor de z "0 tiende a infinito para z = 0; y, si 1y <0, el valor de z "0 tiende a infinito
para z — oo. Por tanto, podria darse el caso de que alguno de estos dos valores de z (z

=00 zZ— 00) quedara excluido de la ROC de Z_HOX(Z) o que quedara incluido en ella,
o bien que sucedieran ambas cosas.

Esto se ve muy claro en el siguiente ejemplo: asumamos que x[n]: 5[11— 1] y que

ng= —2, conlo que x[n - ”O] = 6[n+ 1]. Aqui, Z{X[nﬂ = z-ly su ROC es todo el plano z
(incluyendo a z — oo, donde hay un cero), salvo z = 0, donde hay un polo (valor excluido

de la ROC). Sin embargo, Z{x[n - HO]} = 727-1= 7z, con lo que su ROC es todo el plano z
(incluyendo a z = 0, donde hay un cero), salvo Z — 0o, donde hay un polo (valor excluido
de la ROC). Por tanto, al aplicarle un desplazamiento temporal x[n], hemos provocado
que z = 0 pase a estar incluido en la ROC y que Z — oo deje de estarlo.

Por lo tanto, la ROC de Z_HOX(Z> es igual a la ROC de X(z), salvo por la posible adicion
o sustraccién de los valores z=0 0 z — co.
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3.3. Escalado de la variable del dominio transformado

Sea x[n] una seflal analdgica tal que:
An] <> x(z R (102)

Multiplicar x[n] por una sefial exponencial compleja de la forma a®
implica escalar la variable independiente de X(z) en un factor a-!

(ver demostracion 4):

landn] <Z> X(c12), IaR| (103)

alli donde a es una constante compleja (a € C) y donde la ROC de X(a1z)

es una version escalada horizontalmente en un factor lad de la ROC
de X(z) (es decir, de R).

Sobre la ROC de X(a-1z), nétese que si, por ejemplo, X(z) tiene un polo en
z =z, entonces X(a-17) tiene un polo en a~lz =z, o sea, en z = azy: el médulo
de este polo es lal |z y su fase es Arg(a) + Arg(zo). Asi, puesto que los limites de la
ROC son siempre circunferencias de radio igual al médulo de un polo, lIa ROC

de X(a—lz) es igual a la ROC de X(z) sometida a un escalado de magnitud

lal respecto a los radios de las circunferencias que limitan la ROC:

Si ld> 1, entonces la ROC de X(a-1z) es una version «comprimida» de la
ROC de X(z) en un factor lal.

Sild> 1, entonces la ROC de X(a-1z) es una versién «expandida» de la ROC

de X(z) en un factor lal.

Demostracion 4

Calculamos directamente la transformada z de a"x[n]:

Z{a“x[n]} = Z anx[n]zn = z X[nKa—lz)_n = {V = a—lz} =
e ) (104)
Z xlnlvn= X(V)j:_TX(a—lz)
X(V)

Se observa que si la ROC de X(z), que denominamos R, es, en general, |Z1| <ld< |Z2|’ en-
tonces el conjunto de valores de v para el que el cilculo de X(v) converge es, en general,

|le << |Zz|. Asi pues, al deshacer el cambio de variable v = a~1z sucede que el conjunto

de valores de z para el que el calculo de X(a—lz) converge es:

2 <la1d<lz) = lz)<lA/ld<lz)) = ldz|<ld<lalz) (105)
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Por tanto, esta seria la ROC de X(a—lz), que denominamos R, de modo que R =laR.

3.4. Conjugacion compleja

Sea x[n] una sefial digital tal que:
] <Z> x(2, R (106)

La transformada z del complejo conjugado de x[n] es igual al com-
plejo conjugado de X(z) tras haber aplicado el complejo conjugado

a la variable z (ver demostraciéon 5):

| x{n] <z Xz, R | (107)

Un importante corolario de esta propiedad es que la transformada z
de toda sefial real es igual al complejo conjugado de si misma tras

haberle aplicado el conjugado de z:

[xnleR = xinl=x{n = X(5)=X"(sY| (108)

Por tanto, siempre que x[n] sea una sefial real, cualquier cero o polo no
reales de X(z) vendran acompariados de, respectivamente, otro cero o
polo en el punto conjugado: si X(z) presenta un cero o un polo en z = 7,
también presentara un cero o un polo en z=z;. Es decir, que, si x[n]
es real, todo cero o polo de X(z) no situado en el eje de abscisas del
plano z (o sea, todo cero o polo no real) tendra una pareja conjugada
(las parejas de polos de la figura 8, la figura 14 o la figura 15 son un
buen ejemplo de esto).

Demostracion 5

Recordemos que el complejo conjugado de un nimero complejo se calcula indistinta-
mente cambiando el signo de su parte imaginaria o cambiando el signo de su fase:

o =Rela)+ jIma) =lodeiArde) = o= Relar)— jIncr) =lode—jArd) (109)

En esta demostracién, vamos a conjugar tanto la variable z como las sefiales x[n] y X(2)
cambidndole el signo a su fase:

75 =lze—jArd2) (110)
x{n] = x[nje—jArdx(n) (111)

X(2) =IX(z)e-irrdX(2) = X*(2%) = X (z)e—iArdX(2)) (112)

Por otra parte, el complejo conjugado de la suma de dos 0 més ntiimeros complejos puede
obtenerse directamente conjugando cada uno de los sumandos:
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(o + ay+ - +aN)*=Ialle—jArg(al)+|a2|e—jArg(a2)+ s +lorple—itrd o) (113)

Esto Gltimo se demuestra muy facilmente, comparando la suma de dos nameros com-
plejos con la suma de sus complejos conjugados:

ay+ay=(Relay) +Relar)) + i)+ nlaoy))= A+ jB

(a1+az)*=A—jB (114)
o+ o5 = (Re{ocy) + Relay))+ (- m@_ )= A~ jB=(ay + )

Aclarado todo esto, planteamos, primero, la transformada z de x*[n] aplicando (111):

+00 +00
Zxlnl= ) xlnlr= ) blnle-cblaldeshe) " =
e n=—co n=—oo oo ( 1 15)
Z [l "e-jArdxnDe—jArd(z)n = Z Ix[n)A ™" e~ /Ardxn)+Ard(2)n)

n
Notese que en (115) estd separada la informacién de médulo (|X[n1 |Zr ) de la informacién
de fase (e~JArdA{n+Ad2)n)), puesto que |4 " no es otra cosa que 1/12".

Ahora, y de forma andloga, planteamos la transformada z de x[n]:

X(2)=Z{xnl} = z Knlzn= Z |x[n]ejArQ(X[n])(Iz|ejAr9(2))_n =

1o > (116)
Z [l " el jtrclzn = Z [l e relaln)-Arc o)

Se observa que las tnicas diferencias entre la expresion obtenida en (115) para Z{x*{n]}
y la expresion obtenida en (116) para X(z) se dan en la informacién referida a la fase
(concretamente, en los signos de la exponencial con base e).

Entonces, conjugar la variable z en (116) implica, aplicando (110), cambiarle el signo a

A rg(z):

X(z9) = Z () "efArdxn)+Ard2)n) (117)

n=—oo

Finalmente, conjugar la sefial X(z*) en (117) implica, aplicando (112) y (113), cambiar
el signo del exponente de la exponencial con base e (conjugando, asi, cada uno de los
sumandos incluidos en el sumatorio en n1). Al hacerlo, obtenemos justamente la expresion
de la ecuacion (115):

+00
X'(z9= Z Ixnl |4 ! e jAra D +ATIZ)n) — Z{x{n]} (118)

Z{x*[n]}

Respecto de la ROC de X*(z*), se observan dos cosas:

e Conjugar la variable z implica cambiar el signo de la fase de los ceros y los polos de
X(z), de modo que los médulos de los ceros y los polos de X(z*) son los mismos que
los de los ceros y los polos de X(z).
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* Y, luego, conjugar la sefial X(z*) implica cambiar de nuevo el signo de la fase de los
ceros y los polos de X(z*), de modo que los ceros y los polos de X *(z*) son los mismos
que los de X(z).

Puesto que los polos de X*(z*) y X(z) son los mismos, las ROC de X*(z*) y X(z) son la

misma.

3.5. Convoluciéon en el dominio temporal

Sean x1[n] y x,[n] dos sefiales analdgicas tales que:
xln) <2= X(2. R, (119)
x| <Z> X, 2. R, (120)

La transformada z de la convolucion entre x4[n] y x,[n] es igual al

producto de X;(z) por X;(z) (ver demostracion 6):

ol xlnl <> X)X, R (121)

alli donde la ROC de X;(2)X,(z) contiene, al menos, la interseccién de
R; y Ry; es decir, Ry N R, CR.

En todo caso, si R{ N R, = @, entonces R= @ y la sefal X;(z)X,(z) no

existe.

Demostracion 6

Calculamos directamente el resultado de la ecuacion de analisis de la transformada z para
el sumatorio de convolucién entre x1[n] y x,[n]:

+00 [ +o0

Z{X 1[“]*?‘2[“]} = Z z X l[m]xz[n - m] 71 =

=—oco0\m=—00

+00 | +00 +oo
Z z X2[H - m]z—“ Xl[m] = Z Z—sz(Z)Xl[m] =
M= 00\ =00 n=—00 (122)
V4 {xz[n—m]}=z—mX 2(2)
+00
D sfmbmlxs)=x (x40)
X 1(2)

Se observa la aplicacion de la propiedad de desplazamiento temporal de la transformada

z para obtener que Z{Xz[n — m]} =zmx z(z).

Respecto de la ROC de X;(2)X(z), y del mismo modo que en la demostracion 2, aqui
también sucede que si R; N Ry = @, entonces R= @ vy la sefial X;(2)X»(z) no existe.
Y, ademas, bien puede darse el caso de que en el producto X;(z)X,(z) se cancele algin
polo de X;(z), X2(z) o ambas (por ejemplo, si X;(z) presenta un cero alli donde XZ(Z)
presenta un polo, ese cero y ese polo se cancelan en X;(z)X»(z)) y que, por tanto, la ROC
de X;(2)X»(z) sea mas amplia que el resultado de Ry M R,.
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Por lo tanto, lo méaximo que podemos decir es que R; M Ry CR.

En general, para toda constante N entera mayor o igual que 2 (N € Z, siendo
N>2):

N
xi[n]* xo[n]* ... *xx[n] <Z—>H X{2)=X(2)X(2)...X\(2, R (123)
=1

alli donde RlﬂRzﬂ ﬂRNgR

3.6. Derivacion en el dominio transformado

Sea x[n] una sefial analogica tal que:
Anl <%= x(z, R (124)

La transformada z del producto de z por x[n] es igual al producto de
—z por la derivada de X(z) respecto de z (ver demostracion 7):

dXi
nln] <Z>—722 g (125)

alli donde R =R, salvo por la posible adicién o sustraccion de los

valores z=0 0 z— oo.

Demostracion 7

Calculamos directamente la transformada z de nx[n]:

+0oo +00
Z{nx{n]} = Z nx{nlzn - zz A[n) = nz-n-1)=
A 7 +::—oo
(126)
_ZZ e = - 71, z Anlzn|= —Z%EZ)

X (z)

Dado que dX(Z)/ dz implica la existencia de X(z), la ROC de dX(Z)/ dz es la misma que
la de X(2). Sin embargo, derivar X(z) puede provocar que z = 0 0 Z— ©o0 pasen a estar
incluidos en la ROC o dejen de estarlo: considérese, por ejemplo, la derivada de z—1. Y
lo mismo puede decirse del efecto de multiplicar dX(z) / dz por -z. Por tanto, la ROC

de — Z(dX(Z)/ dZ) es igual a la ROC de X(z), salvo por la posible adicién o sustraccion
de los valores z=00 z — oo.
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3.7. Tabla de resumen de propiedades de la transformada z

La tabla 2 contiene un resumen de las propiedades fundamentales de la trans-

formada z mas relevantes para la teoria de sefiales y sistemas, mas el denomi-
nado Teorema del valor inicial de la transformada z (que aparecen enunciados
al final de la tabla). En la notacién usada en la tabla, «, , a y ny son constantes

talesque o, f,a€C, y ngeZ:

Tabla 2. Propiedades fundamentales de la transformada z

Propiedad Senal Transformada z ROC
temporal
x[n] X(2) R
xi[n] X1(2) Ry
x[n] X2(2) R,
Linealidad (xxl[n]+ﬁx2[n] Xl(Z)+/3X2(Z) Almenos, Ry N R,
Desplazamiento temporal x[n _ HO] Z_"()X(Z) R, con la posible adicién o sustraccion de z=00 z— oo
Escalado de la variable z a”x[n] X(a—lz) laR
Conjugacion compleja x*[n] X*(z*) R
Convolucién temporal Xl[n]*xz[n] X1(2)X(2) Al'menos, Ry N R,
Derivacion en el dominio z nx[n] dX(Z) R, con la posible adicién o sustraccién de z=0 0 z — oo
— —
dz

Teorema del valor inicial

Si X[n] =0 para n< 0, entonces:

A{0]= Jim X(2)
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4. Calculo de la transformada z inversa

En este apartado se aborda el problema del calculo de la transformada z in-
versa. En primer lugar, se introduce la forma genérica que, en general, adopta
toda sefial transformada en el dominio z (sefial racional en forma de cociente
de polinomios) y se estudian sus principales caracteristicas (subapartado 4.1).

A continuacion, y trabajando con un ejemplo sencillo a fin de proporcionar
un hilo narrativo que facilite la comprension de los conceptos importantes, se
plantean las diferentes propiedades de la ROC y su relacién con la forma de la
sefial temporal asociada a la sefial transformada (subapartado 4.2).

Finalmente, el apartado se cierra con la exposicion de una estrategia general de
calculo de la transformada z inversa que, al hilo de lo visto en los dos apartados
anteriores y basandose en la aplicacién de algunas de las transformadas tipicas
y de las propiedades de la transformada z ya estudiadas en los apartados 2 y
3, respectivamente, permite evitar el tener que trabajar directamente con la

ecuacion de sintesis de la transformada z (subapartado 4.3).
4.1. Factorizacion de seiiales racionales

De entrada, sabemos por las propiedades de la sefial delta que toda sefial di-
gital x[n] puede expresarse como el resultado de una combinacién lineal de
deltas discretas (una expresion que, como también sabemos, es equivalente al

sumatorio de convolucion entre x[n] y 6[n]):

xn]= m:ZOOX{m]S[H —m]= (127)

o +x = 2]8[n+ 2]+ [ m}s[n+ 1]+ x[0]8]n]+ x[1]8[n — 1]+ x[2]8[n - 2]+ -

de modo tal que la sefial delta z-ésima de la combinacién lineal (8ln— m]) esta
multiplicada por x[m], es decir, el valor de amplitud de x[r1] en la muestran =m.

Si ahora calculamos la transformada z de x[n] a partir de la combinaci6n lineal
de sefiales delta definida en (127), obtenemos, aplicando las propiedades de
linealidad y desplazamiento temporal de la transformada z junto con el resul-

tado de la transformada z de 6[11 - no] (ver subapartados 3.1y 3.2y 2.1 de este

mismo modulo, respectivamente), la siguiente serie de potencias:
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X()=Znl =2 Y Amlln—mly= Y smzln—m]) =

(128)

Z X[m]Z_m= +X[—2]22+X[m]Z+X[O]+x[1]2—1+x[2]2—2+

m=—oo

Se observa que esta serie de potencias da lugar a un polinomio en z, en general,
compuesto por infinitos monomios (puesto que, en general, la longitud de
la serie es infinita). De hecho, si x[rn] es una sefial infinita, efectivamente, el
polinomio resultante estard compuesto por infinitos monomios. Y, solo si x[n]

es una sefial finita, el polinomio resultante serad también de longitud finita.

En cualquier caso, lo relevante es que (128) viene a demostrar lo siguiente:

Sea x[n] una sefial digital cualquiera. La transformada z de x[n] siem-
pre puede expresarse como una sefial X(z) en forma de polinomio
en z, donde el coeficiente del monomio de grado m es el valor de
amplitud de x[n] en la muestra n = m.

Sin embargo, en la practica, este hecho solo tiene utilidad real si x[n] es una
sefial de longitud finita y acotada en amplitud, puesto que, en tal caso, el
calculo de su transformada z es inmediato y da lugar a un polinomio en z de
longitud finita:

Al { ) 3
n|=0Vné&\n, ...,m ;®X(z)=2x[m]z‘m=x[ﬂl]z_nl+ +X[112]Z_I12

Inl<AVneZz fe=n,

alli donde A es una cota de amplitud finita arbitraria (A € R, con A < o0); donde
m, m € Z, siendo n;<n,; y donde la ROC de X(z) abarca todo el plano z, con
las posibles excepciones de los valores z=0y z— oo:

7 z=0 si  x(n]#0 para alguna n>0
x[n =— X(2), Vz-—

z—oo st x[n]J#0 para alguna n<O0

Si, por el contrario, x[n] es una sefial de longitud infinita, el resultado obtenido
en (128) sigue siendo cierto, pero poco ttil en la practica, puesto que el cilculo
de su transformada z implicaria trabajar con una serie infinita de potencias
de z (o sea, con un polinomio en z compuesto de infinitos monomios). En
este caso, lo interesante es restringir el &mbito de trabajo a series infinitas de
potencias de z que puedan ser expresadas de manera compacta en forma
de cociente de dos polinomios en z finitos. Y, en este punto, conviene aclarar

que todas las sefiales digitales en el dominio del tiempo con las que se trabaja

(129)

(130)
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en la teoria de sefiales y sistemas cumplen esta condicién (su transformada z
es expresable en forma de cociente de dos polinomios finitos), de modo que
podemos asumirla sin mayores problemas.

Por lo tanto, y sin pérdida de generalidad, podemos afirmar que el uso que
haremos de la transformada z para caracterizar seflales digitales y, sobre todo,
sistemas LIT digitales quedaréd siempre restringido a sefiales transformadas
racionales cuya forma es la de un cociente de polinomios (de hecho, si nos
tfijamos bien, todas las seflales transformadas calculadas hasta este punto en
los apartados anteriores de este mismo moédulo son de esta forma).

Es decir, que, en el marco de la teoria de sefiales y sistemas, toda sefial X(z)

sera siempre de la siguiente forma:

M .
B(Z) 2i=0b1'2_1 _ b0+b12_1+" '+bM_ 1Z_(M_1)+bMZ_M

Xz)=—F= =
( ) Alz) ZN . aiz-i agtajz—H-+an_ IZ_(N ~1H+a NN
=

(131)

siendo el numerador B(z) un polinomio de orden M y con coeficientes b;
Vie {0, ey M}), y el denominador A(z) un polinomio de orden Ny con coefi-

cientes a; (Vie {0, ey M}).
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A partir de esta forma general, se observa que calcular los ceros y los
polos de X(z) consistira siempre en factorizar B(z) y A(z), de modo

tal que la expresion de X(z) se transforme en lo siguiente:

H]ZII(I—CI‘T l) (l—clz—l)(l—czz—l)-(l—c Mz—l)

X(z)=G=F - G(1—plr1)(1—p2r1)-(1—pNZ'1)

Hil(l—piz— 1)

(132)

alli donde:

1) G es un valor constante (independiente de z) denominado factor de
ganancia de X(z), tal que:

b
G=% (133)

2) Los coeficientes c; (Vie{l,...,M}) son ceros de X(z) que coinciden

con los ceros del polinomio B(z).

3) Los coeficientes p; (Vie{l,..., N}) son polos de X(z) que coinciden

con los ceros del polinomio X(z).
4) Se cumple siempre que:

M X N
0 k)
I ICFW y I 1I 0= (134)
1=

i=1
5) Si M > N, entonces X(z) presenta, ademds, M — N polos en z = 0.

6) Si M < N, entonces X(z) presenta, ademas, N — M ceros en z = 0.

Perfectamente podria darse el caso de que algtin cero de B(z) y algtin cero
de A(z) coincidiesen; es decir, que c¢; = p;. En general, para cada pareja

¢; = pj, los factores respectivos (1 - ciz—l) y (1— pjz—l) se anularian y, por

tanto, los 6rdenes del numerador y el denominador de X(z) en (132) se

decrementarian en una unidad.

Para facilitar la comprension de las particularidades de esta expresiéon genéri-
ca en forma de sefial racional (cociente de polinomios), pongamos ahora un

ejemplo arbitrario de sefial X(z):

% _%Z_l_%z_z—i_%r:;
l—_Z_l—_Z_2+_T3—_Z_
12 12 12 12
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Ahora, a fin de expresar esta X(z) segin la forma definida en (132), procedemos
a factorizarla. Para ahorrarnos los calculos, podemos hacer uso de la funcion
tf2zpk de MATLAB, la cual, precisamente, calcula los valoresdelos ¢;, p;y G
a partir de los coeficientes b; y a; (para mas detalles, se recomienda consultar

el help de la funcién):

>> B

[1/2 -1/3 =-1/2 1/3]; % Vector fila: coeficientes del numerador
>> A = [1 -7/12 -11/12 7/12 -1/12]; % Vector fila: denominador
>> [c,p,G] = tf2zpk(B,A)

c =

-1.0000
1.0000
0.6667

-1.0000
1.0000
0.3333
0.2500

0.5000

Asi, la factorizacion de X(z) da lugar a la siguiente expresion:

(142101 z—l)(l— %z—l)
(14+ 2z 11— z-l)(l - %Z_1X1 - le-l)

X(z) =

(136)

=

Se observa que los valores z= +1 son ceros tanto del numerador como del
denominador de X(z). Por tanto, sus factores respectivos son simplificables,
de modo que:

1—%2—1

1- %z—l)(l - %z-l)

X(z):%( (137)

Una vez simplificada, si se quiere volver a recuperar la expresioén de X(s) en su
forma no factorizada, no hay mas que desarrollar los productos de sus factores
tanto en numerador como denominador. Andlogamente, la funcién zp2tf
de MATLAB permite ahorrarse estos calculos, pues calcula los valores de los
coeficientes b; y a; a partir de los ceros, los polos y el factor de ganancia

(para mas detalles, se recomienda consultar el help de la funcién):

>> ¢ [2/3;0]1; % Vector columna: los ceros de X(z)

>> p [1/3;1/4]; % Vector columna: los polos de X (z)
>> G = 1/2; % Factor de ganancia de X (z)

>> [B,A] = zp2tf(c,p,G)
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0.5000 -0.3333 0
A:
1.0000 -0.5833 0.0833
Por tanto:

(138)

En todo caso, si nos fijamos en la expresion factorizada de (137), observamos
que:

e [El factor de ganancia de X(z) es igual a 1/2.

* Los ceros de X(z) son: ¢;=2/3y ¢, =0 (este tltimo debido a que el orden

del denominador es superior en una unidad al del numerador).

Los polos de X(z) son: p, = 1/3y p,= 1/4.

Por tanto, el diagrama de polos y ceros de X(z) es el siguiente:

Figura 16. Diagrama de polos y ceros con dos ceros en z=2/3y z=0y dos polosen z=1/3y
z=1/4

w2
2x/13 /3
5x/6 /6
= O] XX O 0
0 1/41/3 23
-5x/6 -7/6
=273 -7/3
-wl2

4.2. Propiedades de la ROC

Continuando con el ejemplo iniciado en la ecuacién (135) del apartado ante-
rior, es interesante notar que hemos partido directamente de una expresiéon
dada para X(z). Y de ello se deriva algo importante: de entrada, no sabemos
cual es la ROC de esta X(z), ya que no hemos partido de ninguna x[n] y, por
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tanto, no hemos tenido que resolver el sumatorio de la ecuacién de analisis
de la transformada z para obtener X(z). Al no haber calculado el sumatorio,
desconocemos sus condiciones de convergencia, que son precisamente lo que
determina la ROC de X(z).

Este hecho conlleva, ademas, otra consecuencia interesante: sin conocer la
ROC de X(z), no es posible calcular la transformada inversa y obtener x[n],
puesto que, recordemos, la transformada z de una sefial no consiste tnicamen-
te en la expresion de X(z), sino en la expresion X(z) y su ROC. Asi, desconocer
la ROC de X(z) es desconocer parte de la informaciéon contenida en x[n].

Puesto que las sefiales exponenciales complejas son base generadora del
espacio de las seflales analodgicas, la transformada z es reversible: dada
una sefial temporal x[n], su transformada z directa, si es que existe, da
lugar de forma univoca a su sefial X(z) asociada; y, en sentido opuesto,
dada una X(z), su transformada z inversa da lugar de forma univoca a
su sefial x[n] asociada. Es decir, que sefiales temporales diferentes dan

lugar a sefiales transformadas diferentes y viceversa.

Ahora bien, una sefial transformada X(z) es su expresion algebraica
mas su ROC. Por tanto, las transformadas z de dos sefiales diferentes

xl[n] y x2[n] son siempre dos sefiales transformadas diferentes, pero es
perfectamente posible que las expresiones algebraicas de X l(z) y Xz(z)

sean exactamente iguales (X 1(z) = Xz(z) = X(z)) y que la Ginica cosa en la

que se diferencien sea en sus respectivas ROC (R; # R,):

xi[n] <~£s X(z, R (139)
xln] <%= X(z) R, (140)

Por lo tanto, sucede que una misma expresion algebraica de X(z) pue-
de dar lugar a diferentes sefiales temporales dependiendo de cudl
sea su ROC.

Sin embargo, lo cierto es que, en realidad, el diagrama de polos y ceros de
X(z) ya indica co6mo podria ser la ROC de X(z) y, por tanto, qué posibles
sefales x[n] podrian ser su transformada inversa. Asi, si tomamos de la fi-
gura 16 el diagrama de polos y ceros de la sefial X(z) expresada en (138) y nos
preguntamos cudl podria ser la sefial temporal x[n] resultante de su transfor-

mada z inversa, vemos que:
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1) La sefial x[n] no podria ser de longitud finita, pues la ROC de su X(z) seria
todo el plano z y esto es imposible en este caso, puesto que X(z) tiene dos
polos y, como sabemos, no es posible que un polo esté incluido en el interior
de una ROC.

2) La sefial x[n] podria ser infinita orientada a la derecha, pues la ROC de X(z)

podria ser el exterior de la circunferencia l24=1/3, tal y como se ilustra en la
tigura 17a:

x[n] <%= x(2, 14>1/3 (141)
3) La sefal x[n] podria ser infinita orientada a la izquierda, pues la ROC de

X(z) podria ser el interior de la circunferencia lZ= 1/4, tal y como se ilustra en

la figura 17b:

x| <Z> X(z), ld<1/4 (142)
4) La sefial x[n] podria ser infinita orientada a ambos lados, pues la ROC de X(z)

podria ser el anillo comprendido entre las circunferencias 2= 1/4yld=1/3, tal
y como se ilustra en la figura 17c:

xdn <Z> X(z), 1/4<ld<1/3 (143)

Figura 17. Posibles ROC de una X(z) con dos polosen z=1/3y z=1/4

(a) ROC de X(2): |2|>1/3 (b) ROC de X(z): |z]<1/4 (b) ROC de X(z): 1/4<|z|<1/3
/2 /2 w/2
2x7/3 /3 2x/3 x/3 2x/3 ©/3
5x/6 x/6 5x/6 x/6 5x/6 /6
VN P ST IN
/ \ / N\ /7 NA
- ' © XK 00 i« Il XX 0o Lo Xk 0o
\ 0 143 23 \ 0 1413 23 \\ 0 143 23
\ y LY \N__ 7/
~_ - s
-5x/6 -7/6 -5x/6 -7/6 -5x/6 -7/6
-27/3 -x/3 -27/3 -x/3 -27/3 -x/3
-wl2 -wl2 -wl2

(a) x[n] es infinita orientada a la derecha. (b) x[n] es infinita orientada a la izquierda. (c) x[n] es infinita orientada a ambos lados

Estas consideraciones, realizadas a partir de un ejemplo concreto, sirven para

ilustrar los siguientes postulados generales:

Propiedades generales de la ROC de una sefial X(z) racional

Sea x[n] una sefial digital cuya transformada z, X(z), es una sefial racio-
nal.
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Puesto que, por definiciéon, una ROC no puede contener ningtn polo,
la ROC de X(z) esta limitada por polos de X(z) o abarca todo el plano
z (con las posibles excepciones de los valores z=0y z — o), por lo tanto:

¢ Si x[n] es una sefial finita, X(z) no tiene polos y su ROC es todo el
plano z (con las posibles excepciones de los valores z=0y z— o).

e Six[n] es una sefal infinita orientada a la derecha, 1a ROC de X(z)
es el exterior de la circunferencia de radio igual al médulo del
polo de X(z) de mayor mo6dulo (un polo de X(z) cuyo médulo es
mayor o igual que el médulo de cualquier otro polo); o sea, un polo
de X(z) cuya distancia al origen de coordenadas del plano z es mayor

o igual que la de cualquier otro polo.

e Si x[n] es una sefial infinita orientada a la izquierda, la ROC de
X(z) es el interior de la circunferencia de radio igual al mo6dulo
del polo de X(z)de menor mo6dulo (un polo de X(z) cuyo médulo
es menor o igual que el m6dulo de cualquier otro polo); o sea, un
polo de X(z) cuya distancia al origen de coordenadas del plano z es
menor o igual que la de cualquier otro polo.

e Si x[n] es una sefal infinita orientada a ambos lados, 1a ROC de
X(z) es el anillo comprendido entre dos circunferencias de ra-
dios respectivamente iguales a los m6dulos de dos polos conse-
cutivos de X(z) (dos polos de X(z) tales que sus médulos son o bien
simultaneamente mayores o bien simultaneamente menores que el
modulo de cualquier otro polo); o sea, dos polos de X(z) tales que
no hay ningtn polo cuyo modulo sea, a la vez, mayor que el de uno
de ellos y menor que del otro.

4.3. Estrategia de calculo de la transformada z inversa

Llegados a este punto, ya estamos en condiciones de concretar el procedimien-
to de calculo de la transformada z inversa, de un modo tal que nos evite el
tener que resolver la integral de la ecuacion de sintesis de la transformada z.
Asi pues, para calcular la transformada inversa de una X(z) dada, seguiremos
la siguiente estrategia, la cual es aplicable, en general, al calculo de cualquier
transformada z inversa de cualquier X(z) racional (cociente de polinomios):
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Estrategia de calculo de la transformada z inversa de una X(z) ra-

cional

1) Se obtiene la expresion factorizada simplificada de X(z)

(e
1- CI'Z_1
11_ 1—cyz-)-- (1= cppz-1
X(2)=G ]1\71 =G( Clz_) ( CmZ ) (144)
(1—p.z—1) (l_plz_l)"'(l_pNz_l)
A A 1

2) Se descompone esta expresion en L fracciones simples:

N

X(z):ZXI(z)z X(2)+Xo2)+ ... + X, (2) (145)
=0

3) Se determina una ROC para cada fraccion simple por separado, de

modo tal que la interseccion de todas ellas no sea el conjunto vacio:

XI(Z)7 Rl
XZ(Z)’, Rl o R=R,NR,N..NR %0 (146)
XL(Z), RL

alli donde, por la propiedad de linealidad, R es la ROC de X(z).

4) Se calcula la transformada z inversa de cada fraccion simple por

separado:

Xl[n] =7 1{X 1(2), Rl}
xz[n] =7 1{X 2(2), Rz} (147)

X L[n] =7 1{X L(Z)’ RL}

5) Finalmente, y de nuevo por la propiedad de linealidad, la transfor-
mada z inversa de X(z) es el resultado de la suma de las transforma-

das inversas de cada fraccién simple:

x{n] = Z_l{X(z), R} = xl[n] + xz[n]+ o+ Xl[“] (148)

La clave de esta estrategia estd realmente en el paso 2, puesto que, por ser
X(2z) una sefial racional de la forma expresada en (144), las fracciones sim-
ples X1(z), X»(z), etc., son siempre transformadas z conocidas de seiiales

basicas, identificables, por tanto, en la tabla 1 detallada del subapartado 2.7
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de este mismo moédulo. Gracias a esto, no es necesario calcular las transfor-
madas inversas del paso 4, ya que son transformadas conocidas de sefiales
conocidas.

El tnico punto critico se da en el paso 3, puesto que la naturaleza de las ROC
de las fracciones simples determinara la forma de x[n]. Tanto es asi, que, si
no fuese posible definir Ry, R;, etc., de modo tal que su interseccién no sea un
conjunto vacio, entonces x[rn] simplemente no existiria (no habria ninguna

sefial temporal x[n] cuya transformada z fuese X(z)).

Entonces, respecto del paso 2, es decir, respecto de la descomposicion de X(z)
en fracciones simples, a continuaciéon vamos a asumir el escenario mas sencillo

posible, en el cual se dan las dos circunstancias siguientes:

¢ FEl orden del polinomio del denominador de X(z) es mayor que el orden

del polinomio del numerador; es decir, que N > M.

¢ Todos los polos de X(z) son de multiplicidad 1; es decir, que p;# P Vi#j.

Sino se dan estas dos circunstancias, el cdlculo de la descomposicion de X(z) en
fracciones simples es mas laborioso, pero la estrategia general aqui planteada
no se ve afectada por ello.

Asi pues, si N> M y si pl.;é pj Vi# j, sucede que hay tantas fracciones sim-

ples como polos tenga X(z) (o sea, que L = N), siendo cada una de ellas de
la forma siguiente:

A.

Xﬂz):ﬁ, viefl,...,L} (149)
1

siendo Xj(z) la fraccion simple i-ésima en que se descompone X(z) y donde
la constante A; es el resultado de evaluar en z= P el producto de X(z) por el
factor (1 - pirl):

A=[1- pirl)X(z)]Zzp., vie{l.... L} (150)

1

Por tanto, aplicando (149) en (145), la descomposicion en fracciones simples
de X(z) es:

N
A A A A
X(z)=z : e (151)
2

T—p = T—p 1+ 1 —p,z-1
‘ pz Pz p P,z

i=0

Ved también

Al final de este apartado, en el
subapartado 4.3.1, se detalla
el procedimiento de descom-
posicién en fracciones simples
maés general posible (es de-
cir, sin asumir estas dos restric-
ciones) y se explica cémo es
posible resolver todo el célcu-
lo de una tacada mediante el
uso de la funcién residuez de
MATLAB.
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Finalmente, la forma de la transformada z inversa de cada una de las fraccio-
nes simples de (151) dependera de cémo se defina su ROC. Si atendemos a
las transformadas tipicas mostradas en la tabla 1 (subapartado 2.7 de este mis-
mo modulo) y a las propiedades de la ROC de sefiales racionales (al final del
subapartado 4.2, en este mismo apartado), vemos que:

Si R; es lz1> [pII (o sea, el exterior de la circunferencia de radio [pll), enton-

ces:

x[nl=Z7{X{2). R} = A;pmdn] (152)

SiR;esld< [pll (o sea, el interior de la circunferencia de radio Ipll), enton-

ces:

xfnl=Z X (2 R}= - Aprd -n-11  (153)

Por lo tanto, si volvemos ahora a la ecuacion (137) y recuperamos la sefial
X(z) del ejemplo usado a lo largo de los dos apartados anteriores, vemos que
podemos descomponerla en dos fracciones simples, de acuerdo con lo indica-
do en (151):

A A
X(z)=—7— +—2 (154)
1-3z71 1-72z-1

A continuacién, y usando la expresién de X(z) de la ecuacion (137), calculamos
los valores de A; y A, segin (150):

| 37 [1-57
A=|1-3z T =2\ =
(1 1X1—4rl) 1 —42—1 1
3 3 (155)
123
L N
1—23 7
1-=2z-1 1-5z-1
1 3 1113
Ay=|(1-721 =1 -
-t RS
? 4 (156)

Por tanto:
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Siendo Ry, Rz y R las ROC de X;1(z), X»(2) y X(z), respectivamente, vemos que
hay tres posibilidades a la hora de garantizar que R=R; N R, # @ (es decir,
para que exista la transformada z inversa de X(z)), las cuales se corresponden,
respectivamente, con los tres escenarios planteados en las ecuaciones (141),
(142) y (143).

En primer lugar, podemos determinar que R; sea lZ1>1/3y R, sea l2>1/4, en

cuyo caso, la ROC de X(z) seria la mostrada en la figura 17a:
R=R N Ry={d>3 n{a>=4>3  ass)

Asi, las transformadas inversas de X;(z) y X»(z) serian, de acuerdo con (152):

=)l aso)

7 1 1
Xl[H]—Z_4 2] Z_1,|Z|>3

1
-3
51 1| 5/1\"
xJnl=Z 171_%2_1,|z|>z =3(3) dnl (160)

Por tanto, de acuerdo con (148), la transformada inversa de X(z) seria una
seflal infinita orientada a la derecha:

N

xinl= 22X [ > 4= (3¢ - 20 Jutn (161)

En segundo lugar, podemos determinar que Ry seald<1/3y Ry seald<1/4, en

cuyo caso, la ROC de X(z) seria la mostrada en la figura 17b:
R=RNR,={d<Yn{d<i=la<1] @62

Asi, las transformadas inversas de X;(z) y X,(z) serian, de acuerdo con (153):

x[n=2z"Y - 2——
-3z

A<ti= 2(%)"u[— n—1] (163)

- —%(Zl)nu[—n— 1] (164)

Xz[n]=Z_*%l <
4

Por tanto, la transformada inversa de X(z) seria una sefial infinita orientada
a la izquierda:

Anl=2x(),  14<4)=(3) - 3() o] (165)
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Y, en tercer lugar, podemos determinar que R sealzd<1/3y R, seald>1/4, en

cuyo caso, la ROC de X(z) seria la mostrada en la figura 17c:
R=R N R={d<3n{d>3={3 <1<} (166)

Asi, las transformadas inversas de X;(z) y X,(z) serian, segin (153) y (152),

respectivamente:

o) d-n-11 a6

Xl[n]=Z_]{—21 - |z|<3
—3Z

X2[n]=Z_l[%]_ > 41=30)da aes)

17

Por tanto, la transformada inversa de X(z) seria una seiial infinita orientada

a ambos lados:

Anl=z x4 <d<$}=23)'d~n-11+3()"uln] (169)

4.3.1. Generalizacion de la descomposicion en fracciones simples

La forma general de la ecuacién (145), sin asumir ninguna restriccion
respecto de los valores de M y N, ni respecto de la multiplicidad de los
polos de X(z), es la siguiente:

M-N Sk Mmj
XED N prl+22 ;an
=0 Jj=s1 =1 1 p Z_)

El primer término de (170) es el cociente de la divisién entre los polinomios
B(z) y A(z) (el numerador y el denominador de X(z)). Se trata de un polinomio

en z compuesto por M — N + 1 monomios de coeficientes d; (Vie {O, ey M}):

M-N
()=%= ()+R8 = D(z):Zdiz-i 171)
i=0

Este polinomio D(z) solo existe si M > N, o sea,si el orden del denominador
de X(z) no es superior al del numerador. En tal caso, se calcula la division
entre B(z) y A(z) hasta obtener un resto R(z) tal que sea de orden inferior a

A(z), lo cual garantiza que en R(z)/ A(z) si se cumplira siempre la restriccion de
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que el orden del denominador sea superior al del numerador. Asi, D(z) es el
cociente resultante de dicha divisién y los coeficientes d; del primer término

de (170) son los coeficientes del polinomio D(z), cuyo orden es M — N + 1.

El segundo término de (170) contiene las fracciones simples correspondien-
tes a los polos de X(z) de multiplicidad 1. Se observa que los indices de
este sumatorio estan restringidos a i¢ S. El conjunto S contiene los indices
(S} ..., sg) de los K polos de X(z) cuya multiplicidad es mayor que 1 (la mul-
tiplicidad indica cuantos polos de X(z) coinciden para un mismo valor de z).
Asi, puesto que este sumatorio solo indexa los polos de X(z) cuyos indices no
pertenecen a S, cada una de estas fracciones simples se corresponde con un
polo de X(z) de multiplicidad 1. Ademas, los coeficientes A; se calculan sin

mas, segan (150).

En general, el valor de K siempre estard comprendido entre K =0 (todos polos
de X(z) son de multiplicidad 1) y K= N (todos los polos de X(z) son de mul-
tiplicidad mayor que 1), de modo que el segundo término de (170) siempre
contendra N — K fracciones simples.

Y, finalmente, el tercer término de (170) contiene las fracciones simples co-
rrespondientes a los polos de X(z) cuya multiplicidad es mayor que 1. El su-
matorio en j recorre los indices de estos polos (o sea, los indices sy, ..., si conte-

nidos en el conjunto S) y, para cada polo pj el sumatorio en i incorpora m; frac-
ciones simples, alli donde m; es la multiplicidad del polo p; (mj>1V jES).

Se observa que el exponente al que estd elevado el denominador de las frac-
ciones simples asociadas a cada polo pjseva incrementando desde 1 hasta mj:

)

C.

1

()

¢ G Cmj
jzl_pjz_1+( 2+"'+—mj (172)

1- pjz—l) (1 — pjz—l

Ademas, los coeficientes C; correspondientes a las m; fracciones simples aso-

ciadas a cada polo pjse calculan de acuerdo con la siguiente expresion:

C. 1

- [ 4L i)
" (m = pj)mj" pj (173)

o™ o=pr]

Es decir, para calcular el coeficiente C; del polo pj se evalta X(z= w—l), se
mj

multiplica por (1 - pjrl) , se deriva mj— i veces respecto de w, se calcula el

m j—i

valor de la sefial resultante para o = p}l y se divide entre (m j— 1)‘( - pj)
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SK

Asi pues, el tercer término de (170) incluye un total de I I m; fracciones sim-
J=s1

ples.

Entonces, una vez calculados los coeficientes d;, A; y C; de la ecuacién (170),
se ha completado el paso 2 de la estrategia de calculo de la transformada z
inversa de X(z). El resto de pasos (del 3 al 5) se realizan exactamente igual que
en el caso simple (en el que se cumplen las restricciones de que M > N y de

que todos los polos son de multiplicidad 1):

En primer lugar, la transformada z inversa de D(z) no presenta ninguna difi-
cultad, pues se trata de un polinomio finito como el especificado en (129). Asi,
aplicando sin mas (128):

'M-N M-N
dnl=zY{D(z)}=Zz"" z d.z-iy= z d.sln—1i] (174)
=0 =0

En segundo lugar, la transformada z inversa de cada fraccion simple del segun-
do término de (170) se calcula sin mas segin lo establecido en (152)-(153).

Y, en tercer lugar, la transformada z inversa de cada fraccién simple del tercer

término de (170) se calcula de forma analoga a lo establecido en (152)-(153),
es decir, a dada cada fraccién simple de la forma:

X{z)=—"— (175)
(1-p 7

se le asocia una ROC R; y su transformada z inversa se obtiene segtn el siguien-

te criterio:

Si R; es 2> [pll (o sea, el exterior de la circunferencia de radio IPJ)' enton-

ces:

sil=z{x(rj=c[" pnlnl  (76)

Si R; eslzd< [p1] (o sea, el interior de la circunferencia de radio [plb, enton-

ces:

xlnl=zYX{2). R} = — Cl(n-;l)p?u[ —n—1] (177)
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Y hasta aqui la explicacién completa de la generalizacion del proceso de des-
composicion en fracciones simples de X(z). Sabido todo esto, obtener la trans-
formada z inversa de cualquier sefial racional X(z) consiste simplemente en
aplicar sin mas la estrategia aqui descrita y realizar los calculos que correspon-
dan. Ciertamente, realizar todo estos cdlculos a mano puede ser muy laborioso
—especialmente, los tocantes a los coeficientes de las fracciones simples que se
calculan en el paso 2.

En este sentido, resulta de una gran utilidad la funcién residuez de
MATLAB, la cual, partiendo de los coeficientes b; y a; de los polinomios
del numerador y denominador de X(z), respectivamente, calcula de una
sola tacada:

e Los valores de los polos de X(z): p;.

e Los valores de los coeficientes d;, A; y C; de la ecuacién (170).

Es decir, funciéon residuez implementa en un Gnico comando los pasos 1
(factorizacion de X(z)) y 2 (descomposicion en fracciones simples) de nuestra
estrategia de cdlculo de la transformada z inversa. Tras aplicar esta funcion,
solo queda asignar la ROC de cada fracciéon simple (paso 3), obtener la trans-
formada z inversa de cada fraccién simple (paso 4) y construir x[n1] sumando

las sefiales individuales obtenidas en el paso anterior (paso 5).

A continuacion, se plantea un pequefio ejercicio a modo de ejemplo para ilus-
trar tanto el caso general de descomposicién en fracciones simples de X(z),
como el uso de la funcién residuez para facilitar el calculo de la transforma-
da z inversa (en todo caso, se recomienda consultar el help de la funcion para
una explicacién mas detallada).

Ejemplo 2

Sea la siguiente sefial:

1—22—1—51z—2+z—3+1—162—4—%z—5
X(2)= 1—z-1—- 72+ 2773

(178)

Se sabe que X(Z) = Z{X[H]} y que X[n] =0, V n<Q0.Se pide obtener x[n].

Soluciéon

Debido a que x[n]zO,V n<0, estad claro que x[n] no puede ser ni una sefial infinita
orientada a la izquierda ni una sefial infinita orientada a ambos lados. Asi, o es una sefial
finita, o es una sefial infinita orientada a la derecha. Aprovecharemos esta informacion
llegado el momento en el proceso de calculo de la transformada z inversa de X(z), puesto
que:

x[n]=z7{x(z), ROC} (179)

Entonces, puesto que X(z) es una sefial racional con la forma de un cociente de polino-
mios, el calculo de (179) pasa por aplicar la estrategia descrita en el subapartado 4.3 de
este mismo apartado. Ademas, se observa que el numerador de X(z) es de orden M =5,
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mientras que el numerador es de orden N = 3. Por tanto, habra que aplicar la versién
general de la descomposicion en fracciones simples de X(z) (no sabemos adn si habra
algin polo de multiplicidad mayor que 1, pero si que M > N).

Asi pues, aplicamos sin mas la funciéon residuez para factorizar X(z) y descomponerla
en fracciones simples:

> B = [1 -2 -1/2 1 1/16 -1/8]; % Vector fila: numerador de X (z)
> A = [1 -1 -1 1]; % Vector fila: denominador de X (z)
>> [AC,p,d] = residuez (B,A)
AC =

0.0469

-0.2813

0.4219
P =

1.0000

1.0000

-1.0000
d =

0.8125 -0.0625 -0.1250
Se observa lo siguiente:
e Los valores de los polos de X(z) son los indicados en el vector p. Por tanto, hay un
polo con multiplicidad 1 en Z= — 1y un polo con multiplicidad 2 (o sea, dos polos)

enz=1

e Los valores de los coeficientes d; son los indicados en el vector d. Por lo tanto,

d;=0.8125=13/16,d, = —0.0625= —1/16y d3= —0.125= - 1/8.

e Los valores de los coeficientes A; y C; son los indicados en el vector AC, en co-
rrespondencia con el orden de los polos en p. Por tanto, C1:0.0469:3/64,
C2= —-0.2813= —9/32yA1=0.4219=27/64.

Asi pues, la descomposicion en fracciones simples de X(z) es la siguiente:

13 L 1 27__1 3 _1 S __1
X(2)=16 - 167~ 372+ G4 Ts T T84 T= 71 — 20_ ) (180)

Y ahora es el momento de asignar la ROC de cada una de las tres fracciones simples
obtenidas. Como hemos comentado al principio, sabemos que x[n] es una sefial finita
o una sefial infinita orientada a la derecha, de modo que, visto que X(z) presenta tres
polos en lugares distintos a Z =00 Z — 00, ya vemos que x[n] no puede ser finita, puesto
que ello implicaria que la ROC de X(z) abarcase todo el plano z, cosa imposible con esos
tres polos.

Por tanto, x[n] es una sefial infinita orientada a la derecha y la ROC de X(z) es el
exterior de la circunferencia de radio igual al polo de X(z) de mayor mé6dulo; o sea,

la ROC de X(z) es |zl > 1. De este modo, las ROC de las tres fracciones simples en las que
estd descompuesta X(z) seran todas lz1> 1:

Z_l[% o > 1}= 2= 1)"dn] (181)
Z_1{6_34 T —lz—_l ld> 1} = 6_?:1 un] (182)

= —5(n+ Didn] (183)

Asi, finalmente, completamos la transformada z inversa de X(z) y obtenemos x[n]:
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An]=Z"YXx(2), 14> 1} =
L(138[n] — 8n— 1]- 28[n— 2D+ 35(3 + Z(- 1" = An+ 1))uln]

(184)
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5. Caracterizacion de sistemas LIT digitales mediante
la transformada z

Una vez presentadas todas las herramientas de calculo y representacién gréafica
que son necesarias para la caracterizacioén de seflales anal6gicas en el dominio
transformado z, en este ultimo apartado del médulo se estudia como aplicar
todas estas herramientas para caracterizar los sistemas LIT digitales en dicho

dominio.

Como sabemos, todo sistema LIT estd completa y enteramente definido en su
respuesta impulsional. Asi, la caracterizacién de un sistema LIT digital en el
dominio z va a estar siempre basada en la funcion de transferencia del sistema,
la cual va a ser definida en el subapartado 5.1 como la transformada z de su
respuesta impulsional.

A partir de ahi, la funcién de transferencia va a servir para, ya en el subapar-
tado 5.2, calcular la salida del sistema ante cualquier entrada, conocer las pro-
piedades del sistema y caracterizar los sistemas globales resultantes de la aso-

ciacion de varios sistemas LIT digitales.

Finalmente, en el subapartado 5.3, se estudia la caracterizaciéon en el dominio
transformado z de los sistemas LIT digitales regidos por una relacién entra-
da-salida con la forma de ecuacién en diferencias lineal de coeficientes cons-
tantes, su relacién con la funcién de transferencia del sistema y, sobre todo,
cOmo esta relacion sirve para poder obtener la respuesta impulsional del siste-
ma a partir de su relaciéon entrada-salida.

5.1. Funcion de transferencia de un sistema LIT digital
Sean S un sistema LIT digital, x[n] su sefial de entrada, y[n] su sefial de salida y

h[n] su respuesta impulsional. Como sabemos, estas tres sefiales estan relacio-

nadas entre si mediante la operacién convolucién:

ylnl= {n]*Hn] (185)

Si aplicamos la transformada z a ambos lados de la igualdad en la ecuacién
(185), obtenemos lo siguiente:

Z{ylnl) = Z{x[n]* Hn] (186)

Por la propiedad de la convolucién temporal de la transformada z definida en
la ecuacion (121), de (186) se sigue que:
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Zlylnl) = Z{x[n] z{Hn]} (187)
Y(Z) X (z) H (Z)

Y(2)=X(2)H(2) (188)

siendo X(z), Y(z) y H(z) las transformadas z de, respectivamente, x[n], y[n] y
h[n].

La transformada z de la respuesta impulsional h[n] de un sistema
LIT digital S es la denominada «funcion de transferencia del sistema
S$» y se simboliza como H(z):

H(z)2 Z{Hn]} = z Hnzn (189)

Debido a que h[n] caracteriza totalmente a S y puesto que la transfor-
mada z es una operacion reversible, toda la informacién contenida en
h[n] esta también contenida en H(z), de modo que la funcién de trans-
ferencia de un sistema LIT digital es una sefial que caracteriza com-
pleta y enteramente al sistema, del mismo modo que lo hace su res-
puesta impulsional.

Se observa que de la ecuacion (188) ya pueden extraerse algunas conclusiones
interesantes. De entrada, vemos que lo que en el dominio temporal es una
operacién més o menos complicada (la convolucién entre dos sefiales), en el
dominio transformado z se convierte en una operaciéon mucho mas simple
(un producto de dos sefiales).

Y de ello se sigue directamente que, a diferencia de lo que ocurre en el dominio
temporal, H(z) puede obtenerse muy facilmente a partir de X(z) e Y(2):

Yo
HoO =% (190)

Asi, denominando Ry, R, y Ry a las ROC de, respectivamente, X(z), Y(z) y H(2):

An <Z> X(z. Ry (191)
dnl <%= v(z. Ry (192)

Hn] <%= H(z. Ry (193)
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sabemos que Ry N Ry C Ry, como ya hemos visto en la demostracion 6 del
subapartado 3.5 de este mismo moédulo. Por tanto, Y(z) existirda (Ry # @)
siempre que existan X(z) y H(z) (Rxy# @, Ry # @) y que la interseccion de
sus ROC no sea vacia (Ry N Ry # @).

Una consecuencia muy importante de esto es que, conociendo Ginicamente
una pareja sefial de entrada-sefial de salida de un sistema LIT, ya somos
capaces de obtener su respuesta impulsional: calculando las transformadas
z de ambas sefiales, dividiéndolas para obtener la funcién de transferencia del
sistema y obteniendo su respuesta impulsional como el resultado de la trans-
formada z inversa de su funcién de transferencia. Esto es algo que no pode-
mos hacer trabajando en el dominio del tiempo, puesto que la convolucién
no tiene operacion inversa; sin embargo, en el dominio transformado z si es
posible, ya que el producto de dos sefiales si puede invertirse facilmente cal-

culando su division.

Para finalizar este apartado, se propone un pequefio ejercicio que ilustra esta

ultima cuestion.

Ejemplo 3

Se pide obtener la respuesta impulsional de un sistema LIT digital S del que solo se sabe
que:

y[n] = Ts{x[n] = u[n]} = sin(% n)u[n] (194)

Soluciéon

Al ser S un sistema LIT, sacamos su respuesta impulsional mediante su funcién de trans-
ferencia:

Hun)=z"Y{H(2) RH}=Z_1{%, RH} (195)

Por la tabla 1, sabemos que:

X(@)=ZWn)=Zdnl =75 (196)

'

5z}

Y(z) = Z{y[n]} = Z{sin(% n)u[n]} = m (197)

alli donde Ry y Ry, o sea, las ROC de X(s) e Y(s) son iguales a 1> 1.

Entonces, puesto que Ry # @ y que Ry M Ry C Ry, ya sabemos que Ry # @ y que,
por tanto, H(z) existe. Ahora, aplicando la ecuacién (190), obtenemos H(z):

'

5!
b b,

- Y(2) _ 1D 71472 _2Z s
X(2) ﬁ 1—\2 1472

(198)
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Ahora, descomponemos H(z) en fracciones simples:

>> B = [0 sgrt(2)/2 -sqrt(2)/2]; % Vector fila: numerador de H(z)
>> A = [1 -sqgrt(2)/2 1]; % Vector fila: denominador de H(z)
>> [AC,p,d] = residuez (B,A)
AC =
0.3536 - 0.24431
0.3536 + 0.24431
p =
0.3536 + 0.93541
0.3536 - 0.93541
d =
-0.7071
>> [abs (AC) angle (AC)]
ans =

0.4298 -0.6047

0.4298 0.6047
>> [abs (p) angle (p)]
ans =

1.0000 1.2094

1.0000 -1.2094

Se observa lo siguiente:
® Polos de H(z): plé ejl21 pzé —jl1.21,

Coeficientes d;: dj= —0.7071= — \E/Z
® Coeficientes A;y Cj: Aj = 0.43¢-J0-605 Ay 0.43¢J0.605,

Asi pues, la descomposicion en fracciones simples de H(z) es la siguiente:

V2 | 043610605 | _0.43¢/0.605
T+

H(z)= | — ol 21 T o121,

(199)

Entonces, dado que Rx y Ry son iguales alzl> 1y que Ry N Ry C Ry, vemos que, como
minimo, ha de darse que Ry incluya alzl > 1. Vista la descomposicién obtenida en (199), se

observa que Ry solo puede ser |zl > 1, ya que sus dos polos son de médulo 1 ([pl| = [p2| =1).

Ya sabemos, por tanto, que h[n] es una sefial infinita orientada a la derecha, puesto que
la ROC de H(s) es el exterior de la circunferencia l4=1.

Finalmente, ya podemos volver a (195) y obtener h[n]:

Hnl=ZzYH(2), 14>1}=

g 5[11] +0.43¢-J0.605¢j1 .2111U[H] +0.43eJ0.605¢j1 '2]”11[11] —

200
g 8ln]+0.43(e=0.605-1.21n) 4-00.605-1.21n))uf n] = -

g 8[n)+0.86c05(0.605 — 1.21n)u{n]

5.2. Caracterizacion de sistemas LIT digitales mediante su

funcion de transferencia

Como ya hemos visto en el apartado anterior, la funcién de transferencia de
un sistema LIT digital permite caracterizar por completo al sistema. A conti-
nuacion, vamos a proceder sistematicamente y vamos a ver como usar la fun-

cion de transferencia a fin de:

e (Calcular la salida de un sistema LIT digital ante cualquier sefial de entrada,
en el subapartado 5.2.1.
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e Conocer las propiedades de un sistema LIT digital, en el subapartado 5.2.2.
e Caracterizar el sistema LIT digital global resultante de la asociacién de sis-
temas LIT digitales, en el subapartado 5.2.3.

5.2.1. Calculo de la salida en sistemas LIT digitales

Por la ecuacién (188), sabemos que la transformada z de la sefial de salida de
todo sistema LIT digital es igual al resultado del producto de la transformada
z de la seflal de entrada por la funcién de transferencia del sistema.

De este modo, ya vemos como calcular la salida en sistemas LIT digitales me-
diante el uso de su funcién de transferencia: calculando la transformada z de la
sefial de entrada, multiplicandola por la funcién de transferencia para obtener
la transformada z de la sefial de salida y calculando la transformada z inversa
de esta para obtener la sefial de salida en el dominio temporal.

A continuacion, se propone un ejercicio a fin de ilustrar este procedimiento.

Ejemplo 4

Sean dos sistemas LIT digitales S; y S, de los que conocemos, respectivamente, su relaciéon
entrada-salida y su funcién de transferencia:

ylnl=Tsffm =2 xfn+dxfn-1 o1
Hyd) =1 (202)

n
Se pide calcular las salidas de S; y S, frente a la sefial de entrada X[n] = (%) u[n]

Solucion

a) Vemos que $; que calcula el promedio de la muestra actual con la muestra anterior.
Sustituyendo x l[n] = 6[11] en (201), obtenemos su respuesta impulsional:
1 1
hn]=Ts 1{X1[H] = 6[11]} =3 8ln]+ bl 8n—1] (203)

Por (128), sabemos que la funcién de transferencia de §; es la siguiente:

H(s)=z{n|n} = Z{z ln]+ 3 oln— 1} =

1Z{aln) + 3 z{oln— 1)} =3 + 1 -1 (204)

Vemos que H 1(5) presenta una ganancia de 1/2, un ceroen z=-1y un poloen z =0
y que, al ser h[n] una sefial finita, su ROC (RHl) abarca todo el plano z, siendo igual

aVz—{z:O}.

Por otra parte, obtenemos la transformada z de la sefial de entrada consultando la tabla 1:

X l(z)=Z[x1[n]=(%)"dn]}=$ (203)
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Se observa que X I(Z) presenta ganancia 1, un polo en z = 1/2 y un cero en z = 0. Al ser
x1[n] una sefal infinita orientada la derecha, la ROC de X I(Z) (Rx ) es el exterior de la
circunferencia de radio 1/2, o sea, l2> 1/2.

Asi pues, el producto de X 1(2) por H I(Z) nos permite obtener Yl(z), es decir, la transfor-
mada z de y;[n], la sefial de salida de S;:

e e

i (2006)
7 z-

Ahora, mediante la funcién residuez, descomponemos YI(Z) en fracciones simples:

>> B = (1/2)*[1 1]; % Vector fila: numerador de Y1 (z)
>> A = [1 -1/2]; % Vector fila: denominador de Y1 (z)
>> [AC,p,d] = residuez (B,A)
AC =

1.5000
p =

0.5000
d =

=1

Asi pues, la descomposicion en fracciones simples de YI(Z> es la siguiente:
3
Y(2)= - 1+—3— (207)
2

Entonces, por la propiedad de convolucién de la transformada z, sabemos que Ry, la

ROC de YI(Z)r es tal que Ry M Ry € Ry . Puesto que Ry =V s — {Z = O} y que Ry
esl4>1/2 (z = 0 también esta excluido de Ry, sucede que Ry N Ry = Rx. Por
tanto, RXl - RYI; o sea, el exterior de la circunferencia de radio 1/2 esta incluido en RYl-

Puesto que Yl(z) presenta un polo en z = 1/2, y1[n] no serd una senal finita y Ry no
podré abarcar todo el plano z. Por tanto, la tinica posibilidad es que Ry = Ry, es decir,

que la ROC de YI(Z) seald>1/2, tal y como se ilustra en la figura 18:

Figura 18. Representacion gréfica conjunta del diagrama de polos y ceros y de la ROC

de YI(Z)
ROC de Y, (2): |z/>1/2
/2
27/3 /3
5x/6 /6
s~ N
/ \
/ 5
- | o] X 0
\ 0 12
\ /
\ y
. g -
57/6 /6
273 -7/3
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Y ahora ya estamos en condiciones de calcular la transformada z inversa de YI(Z) y ob-
tener, finalmente, y;[n]:

3
—1+—2—, Ry,

-5 z—1

yl[n]=Z"{Y1(s), Ry =27
(208)
— 7zl

1, Vz +%Z“{ L - 7{>1/2=_6[n]+%(%)nu[n]

1
N

b) Por las transformadas tipicas de la tabla 1, vemos que Ry, (la ROC de la funcién
de transferencia del sistema S,) presenta un polo en z =1y un cero en z = 0. Lo que
no podemos saber con la informacién de la que disponemos es si Ry, es el exterior de
la circunferencia de radio 1 centrada en el origen del plano z (2> 1) o si es el exterior

de dicha circunferencia (|z1 < 1). Por tanto, no nos queda mas remedio que trabajar con
ambas hipdétesis.

La transformada z de la seflal de entrada ya la conocemos de (205), de modo que:

Y2)=X[2)H,z)= (=) : (209)

1
1 e 1
1-52-1 1-5z-14522

Ahora, mediante la funcién residuez, descomponemos YZ(Z) en fracciones simples:

>> B = 1; % Vector fila: numerador de Y2 (z)
>> A = [1 -3/2 1/2]; % Vector fila: denominador de Y2(z)
>> [AC,p,d] = residuez (B,A)
AC =
2

=1
p =

1.0000

0.5000
d =

Asi pues, la descomposicién en fracciones simples de YZ(Z) es la siguiente:

Yo2)=1 _22—1 -

: (210)
2

Y llegados a este punto, hay dos posibles soluciones a este problema. Si se asume que

Ry, eslz> 1, entonces Ry solo puede ser |z1> 1, puesto que Ry, N Ryyp € Ry, vy Ry

esld>1/2 (la sefial de entrada es infinita orientada a la derecha), en cuyo caso:
yiil=Z{Y 9. Ryy=

> 12— Z 8 ——, 14> 12
1—52—1

Pero si se asume que Ry, es |z21< 1, entonces, por la misma razén que antes, Ry solo

. (211)
=(2~-(3) )uln]

— 1
2z {m

puede ser 1/2 <|Z< 1, en cuyo caso:

<

2 n—1-@)

1
1-z—1°

1
1—51 U

y Jnl= 2771 -zl

7{> 1/2;=
(212)
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5.2.2. Propiedades de los sistemas LIT digitales

A continuacién, se estudia la relacién existente entre las caracteristicas de la
funcion de transferencia de un sistema LIT digital y las propiedades de dicho

sistema.
Causalidad

Sabemos que un sistema LIT digital S es causal si y solo si su respuesta impul-

sional h[n] es igual a cero para n<O0:

Ses causal & Hn]=0, Vn<0 (213)

Por tanto, es seguro que la respuesta impulsional de un sistema LIT digital
causal no serd nunca ni una sefial infinita orientada a la izquierda ni una sefial

infinita orientada a ambos lados. En todo caso:

e Si S es un sistema causal FIR, h[n] serd una sefial finita que cumpla con
(213).

e Si S es un sistema causal IIR, h[n] serd una seiial infinita orientada a la
derecha que cumpla con (213).

Asi pues, ya podemos establecer una primera conclusién:

Un sistema LIT digital puede ser causal solo si la ROC de su funcién
de transferencia no es:

¢ El interior de una circunferencia centrada en el origen, puesto
que, en ese caso, su respuesta impulsional sera una sefal infinita

orientada a la izquierda.

e Un anillo comprendido entre dos circunferencias centradas en
el origen, puesto que, en ese caso, su respuesta impulsional serd una
sefial infinita orientada a ambos lados.

Denominemos Ry a la ROC de la funcién de transferencia H(z) del sistema LIT
digital S. Conviene notar que el hecho de que Ry abarque todo el plano z, o
sea, el exterior de una circunferencia centrada en el origen, no garantiza que S
sea causal, puesto que no basta con que h[n] sea finita o infinita orientada a la

derecha, sino que, ademas, ha de cumplir con la condicién expresada en (213).

Podemos ilustrar esto con dos ejemplos muy simples:

* SiHn=8n+1] Ry=Vz- {z — oo}, siendo S un sistema FIR no causal.
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* SiHn|=dn+1] Ry = {2> 1} —{z > oo}, siendo S un sistema IIR no causal.

La clave de este hecho la encontramos en la propiedad de desplazamiento
temporal de la transformada z (ver el subapartado 3.2 de este mismo moédu-
lo). Entre otras cosas, esta propiedad nos indica que un desplazamiento ho-
rizontal arbitrario aplicado a una sefial temporal solo modifica la ROC de
su transformada z por la posible inclusion o exclusion de z = 0 0 z— oo,
debido al factor z~"0 que aparece en el dominio z como consecuencia del des-

plazamiento:

¢ Siel desplazamiento es un adelanto de la sefial, entonces ny <0y el factor

7z "0 excluye a z— oo de la ROC.

* Si el desplazamiento es un atraso de la sefial, entonces ny>0y el factor
7z "0 excluye a z = 0 de la ROC.

Puesto que la forma general de las sefiales transformadas definida en (131) no
incluye monomios con potencias positivas de z, el adelanto de la sefial (des-
plazamiento hacia valores negativos de n) es el tinico de entre los dos tipos de
desplazamiento horizontal que puede poner en peligro la condicién de cau-
salidad de (213).

Por tanto, el quid esta en la inclusion o exclusién de z— oo en la ROC:

Un sistema LIT digital FIR es causal si y solo si z— oo esta incluido

en la ROC de su funcion de transferencia.

Un sistema LIT digital IIR es causal si y solo si la ROC de su funcion
de transferencia es el exterior de la circunferencia de radio igual al
moddulo del polo de mayor moédulo y z— co esta incluido en dicha
ROC.

Es decir:

RH=VZ+{Z—> oo}

TR AR

S es causal & (214)

siendo |p| el médulo del polo de mayor médulo de H(z).

Estabilidad

Sabemos que un sistema LIT digital S es estable si y solo si su respuesta impul-
sional h[n] es absolutamente sumable:
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n=—co
S esestable < Z|h[n]|<oo (215)
+oco

Ya vimos en (10) que la convergencia de la transformada z de h[n] no depende

de la fase de z:

|H(z)= IZ Hnjr—ne=jon < Z [Hnj—nejor = Z [t [ (216)
+oo +o0 +o0

alli donde r= |2, o =Ard(2) y donde H(z) es la funcién de transferencia de S.

Si evaluamos (216) parar =1, o sea, para z=e/?, vemos que la absoluta suma-

bilidad de h[n] es cota superior de IH(ejo):

|H(ejo) < z |bfnj1™" = Z |bn] | (217)
+c0 Foo

Comparando (215) con (217), se observa que la condicion de estabilidad de S
es equivalente a que IH(efw)i sea un valor finito. Y que IH(ef“’)| sea un valor finito
implica que la ROC de H(z), Ry, incluya la circunferencia unidad del plano z

(es decir, circunferencia de radio 1).

Por tanto, podemos concluir que:

Un sistema LIT digital es estable si y solo si la circunferencia unidad
del plano z esta incluida en la ROC de su funcidn de transferencia:

S es estable < {|z|= I}QRH (218)

De esto se sigue que, como ya sabemos, todo sistema LIT digital FIR es
estable.

Si, ademas, nos cenlimos a sefales transformadas racionales de la forma defi-
nida en la ecuacién (131), podemos concretar también una importante con-
clusién referida a la doble condicion de causalidad y estabilidad de sistemas
LIT digitales:
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Un sistema LIT digital FIR cuya funcion de transferencia incluya a

z— oo en su ROC es siempre causal y estable.

Un sistema LIT digital IIR cuya funcion de transferencia tenga una
ROC que sea el exterior de la circunferencia de radio igual al mé6-
dulo del polo de mayor mo6dulo y que incluya a z— co es causal y
estable si y solo si todos los polos de su funciéon de transferencia
tienen mdédulo menor que 1 (o sea, si estan ubicados en el interior de

la circunferencia unidad del plano z).

Es decir:
Ry=Vz+ {z = oo}

S es causal y estable < < (219)

R ={d>ll+{z— oo} y )< 17 i

siendo los p los polos de H(z) y |p| el modulo del polo de mayor médulo
de H(z).
Memoria

Sabemos que un sistema LIT digital S tiene memoria si y solo si su respuesta
impulsional h[n] es diferente de O para algin valor positivo de la variable in-

dependiente:

S tiene memoria <& JIny>0: h[no] #0 (220)

siendo ny un valor entero (ny € Z). Ademas, la memoria de S se mide en mues-

tras y es igual al méximo valor positivo ng para el cual h[n] es diferente de O.

En general, respecto de la memoria de los sistemas LIT digitales, podemos decir
lo siguiente:
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Sea H(z) la funcién de transferencia de un sistema LIT digital S, sea Ry

la ROC de H(z). Solo puede darse uno de los siguientes escenarios:
1) Si Ry es V z, el sistema S es FIR y h[n] es una sefal de longitud finita:

¢ Si Ry no incluye a z = 0, en H(z) hay alguna potencia negativa de
z. Siendo z"0 la potencia mas negativa de z en H(z) (ny>0), S tiene

una memoria de ny muestras.

e SiRpincluye az =0, en H(z) no hay ninguna potencia negativa de

zy S no tiene memoria.

2) Si Ry es el exterior de una circunferencia, el sistema S es IIR y A[n]
es una sefial infinita orientada a la derecha, por tanto, la memoria de

S es infinita.

3) Si Ry es el interior de una circunferencia, el sistema S es [IR y h[n]
es una sefial infinita orientada a la izquierda. Siendo M y N los 6rdenes
del numerador y el denominador de H(z):

e Si M >N, entonces Ry no incluye a z= 0 y S tiene una memoria
de M - N muestras.
e Si M <N, entonces Ry incluye a z=0y S no tiene memoria.

4) Si Ry es un anillo, el sistema S es IIR y h[n] es una sefial infinita

orientada a ambos lados, por tanto, la memoria de S es infinita.

Invertibilidad

Sabemos que un sistema LIT digital S; de respuesta impulsional h;[n] es inver-
tible si y solo existe otro sistema LIT digital S, de respuesta impulsional h,[n]

tal que la convolucién entre hi[n] y h,[n] es igual a una sefial delta discreta:

S; y S, soninversos < hl[n]*hzln]zé[n] (221)

Aplicando la propiedad de convolucion de la transformada z en (221), obte-
nemos la condicién de invertibilidad en términos de las funciones de transfe-

rencia H 1(z) yH 2(2):

Z{hl[n]*hz[n]}=z{h1[n]}z{h2[n]}=ZL5@} = H{2H)2)=1 (222)

- C = =

H 1(2) H 2(2) 1

Por tanto, podemos concluir que:
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Dos sistemas LIT digitales son invertibles si y solo si la funcién de
transferencia de uno es la inversa de la del otro:

S; y S, soninversos < H1(Z)=@ (223)

Se observa, por tanto, que caracterizar el sistema inverso de un sistema LIT
digital es muy sencillo trabajando en el dominio transformado z: conocida

hq[n], se calcula H 1(2) mediante la transformada z directa, se obtiene Hz(z) in-
virtiendo H l(z), tal y como se indica en (223), y se obtiene finalmente h;[n]

como el resultado de la transformada z inversa de H z(z).

Ademas, esto permite obtener un criterio mas acerca de la invertibilidad en
sistemas LIT digitales: S; y S, son invertibles si existen H 1(2) y Hz(z), es decir,

si las ROC de H l(z) y Hz(z) son diferentes del vacio (Ry;# @, Ry, # @).

Finalmente, si nos ceflimos a sefiales transformadas racionales de la forma
definida en la ecuacion (131), podemos concretar importantes conclusiones
sobre la invertibilidad de sistemas LIT digitales:
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Un sistema LIT digital cuya funcidon de transferencia sea racional
es siempre invertible, puesto que la funcién de transferencia de su
sistema inverso es otra funcion racional cuyos ceros son los polos

de aquella y cuyos polos son los ceros de aquella:

[T (e [T (-p1
H())=G—K—— & HM%# (224)

HZ 1( =p iz 1) Hi: 1( l—c;z— 1)

alli donde H (z)= 1/ H,(z) y donde:

® G es el factor de ganancia de H,(z) y 1/G es el factor de ganancia

de H z(z).

® Los coeficientes p; son los polos de H l(z) y los ceros de Hz(z).

* Los coeficientes c; son los ceros de Hy(z) y los polos de Hy(z).

Asi, se denomina sistemna de fase minima a aquel sistema LIT con fun-
cion de transferencia racional cuyos polos y ceros tienen moédulo
inferior a 1 (es decir, cuyos polos y ceros estan situados en el interior
de la circunferencia unidad del plano z). De (224) se sigue que todos los
polos y ceros del sistema inverso de un sistema de fase minima también

tienen parte real negativa.

Por tanto, todo sistema de fase minima es causal y estable y tiene un
sistema inverso que también es causal y estable (que, por tanto, también
es de fase minima).

5.2.3. Asociacion de sistemas LIT digitales

A continuacidn, se presenta como caracterizar la funcién de transferencia del

sistema LIT digital global resultante de la asociacion de sistemas LIT digitales.
Asociacion en serie

Sean dos sistemas LIT digitales S; y S, cuyas respuestas impulsionales son /4 [n]

y hy[n], y cuyas funciones de transferencia son H l(z) y Hz(z). La asociacién en

serie de §; y S, se caracteriza del modo siguiente:
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Figura 19. Funcién de transferencia de la asociacién en serie de sistemas LIT digitales

h[n]
x[n] y[n] = x[n] * hy[n] * hy[n]
—> Sy > S, —>
X(2) Y(2) = X(2) Hi(2)H,(2)
T
Il
x[n] y[n] = x[n] = h[n]
—> S —>
X(s) Y(z) =X(2)H(2)

Por tanto, la funcion de transferencia H(z) del sistema LIT digital global resul-
tante de la asociacion en serie de S, y S, es tal que:

[ H(2)= H(2)H(2)| (225)

En general, para toda asociacion en serie de N sistemas LIT digitales, la funcién
de transferencia del sistema global resultante es la siguiente:

Asociacion en paralelo

Sean dos sistemas LIT digitales S; y S, cuyas respuestas impulsionales son h;[n]

y hy[n] y cuyas funciones de transferencia son H 1(2) y Hz(z). La asociacién en

paralelo de S; y S, se caracteriza del modo siguiente:

Figura 20. Funcién de transferencia de la asociacién en paralelo de sistemas LIT digitales

> S5 nin]

x[n] yIn] = x[n] = hy[n] + x[n] = hyn] = x[n] = (hy[n] + hy[n])

X(2) Y(2) = X(2)H,(2) + X(2)H,(2) = X(2) (H,(2) + H;(2))
S, H(z)

[n] ~ 2]+
SN yln = x[n] « hin]

X(2) T Y(2) = X(D)H(2)

Por tanto, la funcién de transferencia H(z) del sistema LIT digital global resul-

tante de la asociacién en paralelo de S; y S, es tal que:

[H(z)=H(2)+ Hy(2)| (227)

En general, para toda asociacion en serie de N sistemas LIT digitales, la funciéon
de transferencia del sistema global resultante es la siguiente:
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Asociacion en lazo de realimentacion

Sean dos sistemas LIT digitales S; y S, cuyas respuestas impulsionales son h;[n]

y hy[n] y cuyas funciones de transferencia son H 1(2) y H2(z).

Recordemos que la respuesta impulsional h[n] del sistema global S resultante
la asociacion en lazo de realimentacién de S; y S, es igual a la convolucién

entre h[n] y una sefial hs[n]:

Hn]= hy[n]* hin] (229)

alli donde h3[n] es tal que:

h3[n] *(6[n] - hl[n] * hz[n]) = 8[n] (230)

Aplicando en (230) las propiedades de linealidad y convolucién temporal de

la transformada z, se obtiene lo siguiente:

1

H 3(2)(1 -H(2H 2(2)) =1 > Hy2)= m

(231)

Haciendo lo propio en (229) y sustituyendo el resultado obtenido en (231), se
concluye lo siguiente:

1

—H{)H,) (232)

H (z) =H 1(Z)H 3(2) =H l(z)

Asi pues, la asociacién en lazo de realimentacion de S; y S, se caracteriza del

modo siguiente:

Figura 21. Funcién de transferencia de la asociacién en lazo de realimentacién de sistemas LIT
digitales

h[n]
x[n] y[n] = x[n] « hy[n] + y[n] = hy[n] = hp[n] = x[n] * hy[n] = hs[n]

s, ~ _ H,(2)
o ¥(2) = X(2)Hy(2) + Y (D) Wy (2)Hy(2) = X (@) = smos
N H(z)

) 4
»D
>

A

y[n] = x[n] « hfn] = x[n] = hy [n] * hs[n]
e Hy(2)

X(2) Y(Z):X(Z)H(Z):X(Z)m

x[n]
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Y, por tanto, la funcién de transferencia H(z) del sistema LIT digital global
resultante de la asociacion en lazo de realimentacion de S; y S es tal que:

Hy(2)
H?)=Tromo (233)

Se observa, pues, que la caracterizacion de la asociacion en lazo de realimenta-
cion de sistemas LIT digitales es maés satisfactoria trabajando desde el dominio
transformado z que desde el dominio temporal, puesto que el calculo de h3[#n]

siempre es problemdtico, mientras que H(z) se obtiene operando directamente

con H 1(2) y Hz(z).

5.3. Resolucion de ecuaciones en diferencias lineales de

coeficientes constantes en el dominio transformado z

Sea un sistema LIT digital S cuya respuesta impulsional es h[n] y cuya relaciéon
entrada-salida es una ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes de

orden N de la forma:

N M
Zaky[n—k]zz bxln—k] (234)
k=0 k=0

Asimismo, sabemos que este sistema S puede ser representado mediante el

siguiente diagrama de bloques:

Figura 22. Posible implementacién del diagrama de bloques del sistema §

by/a,

x[n]

v

y[n]

Conviene recordar también que S es un sistema LIT siempre que las salidas
de los bloques de retardo del sistema valgan O en el instante inicial en que
el sistema se pone en funcionamiento. De ahora en adelante, pues, vamos a
asumir que la puesta en condiciones iniciales de § ha sido exactamente esa y
no otra. De lo contrario, § no seria un sistema LIT y, por tanto, no cumpliria
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con el teorema de las autofunciones, por lo que caracterizar sus sefiales de
entrada y de salida y su respuesta impulsional en el dominio transformado z
no tendria ningtn sentido.

Asi, el objetivo es obtener h[n] a partir de la relacion entrada-salida de S. A tal
efecto, empezamos aplicando la transformada z a ambos lados de la igualdad
en (234):

N
ZZakyn k] Zbkxn k] (235)
k=0 k=0

Aplicando la propiedad de linealidad de la transformada z en (235), se obtiene
lo siguiente:

N M
Z a Z{yln—kl} = Z b, Z{x[n—k]} (236)
k=0

k=0

Siendo X(z)=Z{x{n]} e Y(z {y[n]} podemos aplicar la propiedad de deriva-
cion en el tiempo de la transformada z en (236) y obtener lo siguiente:

N M
Z azkY(z)= Z b zkX(2) (237)
k=0

k=0

Asi, sacando a X(z) e Y(z) fuera de los sumatorios (pues son independientes de
k) en (237), agrupandolas a un lado de la igualdad y dejando a los sumatorios

en el otro, llegamos a la siguiente expresion:

M
N " 3
Y(2) k=0 k2

Y(Z)Z azk= X(2) bz k = = N (238)

k=0 k=0 X(z) Z g
k=0 K

Se observa, pues, que, partiendo de la relaciéon entrada-salida del sistema S y

aplicando la transformada z, hemos obtenido la funcién de transferencia
de S:

(239)

He aqui, por tanto, una importante conclusion:
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La funcion de transferencia de un sistema LIT digital es el elemento
de conexion entre la relacion entrada-salida del sistema con la res-

puesta impulsional del sistema:

e DPara obtener h[n] a partir de la relacién entrada-salida, obtenemos
primero H(z) a partir de la relacion entrada-salida mediante la apli-
cacion de las propiedades de la transformada z y, a continuacion,

obtenemos la respuesta impulsional calculando Hnl]=Z 1{H(z)}.

e Para obtener la relacion entrada-salida a partir de h[n], obtenemos

primero la funcién de transferencia calculando H(z):Z{h[nﬂ y, a
continuacién, obtenemos la relacion entrada-salida a partir de H(z)
mediante la aplicacion de las propiedades de la transformada z.

Asimismo, se observa que la expresion de H(z) obtenida en (239) es exacta-
mente igual a la forma de la sefial transformada racional definida en (131):

M
k
Y(2) Z oK byt byzl o e 4 by z- M=) 4 by M
H(Z) = = N = _ _
X(2) ag+a;z-1+ - +ay_;z-(N-D+ayz-N
ayzk

k=0

(240)

siendo Y(z) y X(z) los polinomios del numerador y denominador de H(z), res-

pectivamente.

Por lo tanto, puesto que solo queda calcular h[n]=Z‘1{H(z)}, vemos que, una
vez obtenida H(z), simplemente hay aplicar la estrategia de calculo de
la transformada z inversa desarrollada en el apartado 4 de este mismo
modulo y obtener h[n].

A tal efecto, y para finalizar este apartado, se plantea a continuacién un ejer-
cicio de aplicacion de toda esta estrategia.

Ejemplo 5

Sea un sistema LIT digital S caracterizado por el siguiente diagrama de bloques:
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Figura 23. Diagrama de bloques del sistema $

x[n] > y[n]

Se pide calcular la respuesta impulsional de S.
Solucién

En primer lugar, visto el diagrama de bloques del sistema, esté claro que la relacién en-
trada-salida de S es una ecuacion en diferencias lineal de coeficientes constantes de la
forma expresada en (234). Asi, la relacién entrada-salida de S se obtiene directamente a
partir del diagrama:

nl=2yln—11-2 yln—2]=24nl+ 3xn— 1] (241)

Se observa, tanto en su diagrama de bloques, como en su relaciéon entrada-salida que S
es un sistema LIT causal, puesto que el calculo de y[n] solo depende de x[n] y de diversas
versiones retardadas de x[n] e y[n].

En segundo lugar, puesto que sabemos que la funcién de transferencia asociada a un

sistema de este tipo es de la forma expresada en (239), también podemos obtener direc-
tamente H(z):

(242)

A continuacién, descomponemos H(z) en fracciones simples. A tal efecto, y para ahorrar-
nos los calculos, usamos la funcién residuez de MATLAB:

>> B = [2 3]; % Vector fila: numerador de H(z)
>> A = [1 -1/2 -1/2]; % Vector fila: denominador de H(z)
>> [AC,p,d] = residuez (B,A)
AC =
3.3333
-1.3333
p =
1.0000
-0.5000
d =
[1
Vemos que:

Polos de H(2): p, = 1, p,= - 1/2.
® Coeficientes A; A= 10/3, Ay= —4/3.

Asi pues, la descomposicién en fracciones simples de H(z) es la siguiente:

10_1 41 10 4
Hz)=317——=-3 p— =3 H((z)-3Hy2) (243)
T

Entonces, puesto que, como ya hemos visto, S es un sistema causal, la ROC de esta H(z)
es necesariamente el exterior de una circunferencia centrada en el origen del plano z.
Hay dos candidatos posibles, que se corresponden con los médulos de los polos de H(z).
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Dado que la ROC, por definicién, no puede contener ningan polo, es el polo de médulo
mayor el que marca su limite. Por tanto, la ROC de esta H(z) es |zl > 1, tal y como se ilustra
en la figura 24:

Figura 24. Representacion gréfica conjunta del diagrama de polos y ceros y de la ROC
de H(2)

ROC de H(z): |z|>1

/2
2x/3 x/3
5x/6 /6
- = ~
s ~
e AN
/ A
/ \
- o | X o© X 0
1 o 05 1 15
\ /
\ /
\ /
~_ o~
-57/6 -7/6
273 -x/3
/2

Se observa, ademas, que S es un sistema LIT, causal e inestable, puesto que la circun-
ferencia unidad (|z| = 1) no esta incluida en la ROC de su funcion de transferencia.

Asi pues, las ROC asociadas a las dos fracciones simples de (243) son, respectivamente,
lI2d>1yld> 1/2y, de este modo, las transformadas z inversas ambas fracciones simples
daran lugar a dos sefiales infinitas orientadas a la derecha. Por tanto, atendiendo a la
tabla 1:

hnl=z"YH(2). A>1}= Z—l[1 _lz_l, 4> 1] = u[n] (244)
1 1 1 1\
hy[n]= Z_l{Hz (2), |z|>§}= m, 4>~ =(—§) uln] (245)

Y, finalmente, obtenemos la respuesta impulsional de S:
n
Hol= L nfnl—$ifnl = Lokl 4(~ 3 = (2 - 4(- )}l 246

Por tanto:

Hn]=%(10 = (= 27 ™)uin] (247)
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Resumen

En este médulo, hemos estudiado la transformada z como herramienta que
permite caracterizar los sistemas LIT digital, complementando de este modo

la caracterizacién de los mismos en el dominio del tiempo.

En primer lugar, hemos visto las ecuaciones de célculo de la transformada z
(la ecuacion de analisis y la ecuacion de sintesis) como el resultado de la apli-
cacion de los postulados del teorema de las autofunciones de los sistemas LIT
digitales. Asi, la transformada z es la herramienta que nos permite expresar
sefiales digitales como el resultado de una combinacién lineal de exponencia-
les complejas. Ademas, hemos estudiando también los conceptos de region de
convergencia (ROC) y de diagrama de polos y ceros: ambos son fundamenta-
les para poder representar las sefiales y trabajar con ellas en el dominio trans-
formado z.

En segundo lugar, hemos calculado las transformadas z de todo un conjunto
de sefales bésicas y, asimismo, las propiedades fundamentales de la transfor-
mada z. El principal objetivo de todos estos resultados, en lo referente a la
teoria de sefiales y sistemas que estamos estudiando, no es otro que el de per-
mitirnos representar sefiales complejas en el dominio transformado z sin que
ello suponga un incremento en la dificultad de los calculos matematicos aso-
ciados. En este sentido, hemos visto una estrategia de calculo muy interesante
para nosotros: aquella que nos permite obtener la transformada z inversa de
una sefial racional (cociente de polinomios). Ademas, algunas de las propieda-
des de la transformada z nos permiten obtener conclusiones muy relevantes y
de gran interés: por ejemplo, la naturaleza de la transformada z de toda sefial
real (propiedad de conjugacion compleja) o la transformacién del calculo de la
convolucién temporal en un producto de sefiales en el dominio transformado

z (propiedad de convolucién temporal).

Finalmente, y como objetivo primordial del médulo, hemos introducido el
concepto de funcién de transferencia de un sistema LIT digital (que no es mas
que la transformada z de su respuesta impulsional) y hemos estudiado cémo,
mediante esta funcién de transferencia, es posible caracterizar los sistemas LIT
digitales: calcular su salida, conocer sus propiedades, caracterizar asociaciones
entre diferentes sistemas y poder relacionar facilmente su relaciéon entrada-sa-
lida con su respuesta impulsional.
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Ejercicios de autoevaluacion

1. Sea la sefial X[H] = u{n] — u[n -N ], siendo N € Z, con N > 1, y sea X(z) la expresion resul-
tante de su transformada z. ;Cudl de las siguientes afirmaciones es correcta?

a) X(z)= +r1+r2+ - +z-N+24+ z-N+ly su ROC es |2 > 1.

b) X(Z) 1 y su ROC esVZ—{Z=O}.
[9) X(Z) _1 IZ_IZV 7 ¥ suROC es 2> 1.
d) X(z)= z—1+z—2+ v + 2z N+24 7-N+ly suROC es V z.

2. Sea la sefial X[H] =a"para0<n<N-1y X[H] = (0 para el resto, siendo N € Z,con N > 1,
y sea X(z) la expresion resultante de su transformada z. ;Cudl de las siguientes afirmaciones
es correcta?

NzN

a) X(Z)= — az—l ysuROCesV z.
— N

b) X(z) = 1 aazrl ysuROCesV z.

[9) X(Z) 1 1__3;TIN ysuROCesV z— {Z = 0}.

7z—N
T ysuROCesVz—{Z=0}.

d) X(z) =

. (3x . £
3. Sea la sefial X[n] = Sm(TH y sea X(z) la expresion resultante de su transformada z. ;Cual
de las siguientes afirmaciones es correcta?

V312

a) X(Z)=m y su ROC es 2> 1.
—(1/2)z-1
b) X(2)= T (/)11 22 y su ROC es 2> 1.
1-(v3/2)z1
[9) X(Z): M y su ROC es 2> 1.

14+(1/2)z-1+4 22
d) X(z) no existe.

4. Sea la senal X[H] = 2—nu[ —n— 1] - 3_Hu[n] y sea X(2) la expresion resultante de su trans-
formada z. ;Cual de las siguientes afirmaciones es correcta?

B —(5/12)z1 1
a) X(S)— 1—(5/6)2—1+(1/6)Z—2 y su ROC es 2> 5-
—(5/12)z-1
b) X(S)= —(5/6)(2—1+)(Z1/6)Z—2 y su ROC es |Z|<%.
1-(5/12)z-1
[9) X(S)= _21—(5/6)(2—1+)(Z1/6)Z—2 y su ROC es%<|z|<%.

d) X(z) no existe.

5. Sea y[n - l] - 3y[n] = X{n] la relacion entrada-salida de un sistema LIT digital causal. ;Cual
es su respuesta impulsional?

a) h(0)= — (—;)

b) h()= —3™dn ]
o ho)=(- ) uln]
& h)=(-3)"ufn]
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n
6. De un sistema LIT digital solo se sabe que, ante la sefial de entrada x[n] = ( - %) u{n], su

n 41
seflal de salida es _y[n] = 3( - 1) (1 - (%) )u{n] ¢Cual es su relacién entrada-salida?

a) y[n— 2]+3y[n— 1]+2y[n]= x[n]
b) y[n—2]+3y[n— 1]+2y[n]=x[n— l]+3x[n]
<) x[n—2]+3x[n— 1]+2x[n]:y[n— 1]+3y[n]
d) x[n—2]+3x{n— 1]+ 2x{n]= y[n]
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Solucionario

Ejercicios de autoevaluacion
1.b

2.¢
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